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lgebra Recreativa Yakov Perelman

Prefacio Preparado por Patricio Barros

DEL PREFACIO DEL AUTOR A LA TERCERA EDICIN RUSA El presente
libro no es un manual elemental de lgebra para principiantes.
lgebra Recreativa, al igual que otras obras mas de la misma serie,
es, ante todo, un libro de estudio libre y no un texto. El lector
al que destinamos el presente volumen debe poseer ciertos
conocimientos de lgebra, aunque los haya asimilado superficialmente
o los tenga semiolvidados. lgebra Recreativa se propone refrescar y
afianzar estos conocimientos dispersos e inconsistentes, pero en
primer lugar, pretende despertar en el lector el inters por los
ejercicios de lgebra y el deseo de cubrir, con ayuda de los
manuales, las lagunas de que adolezca. A fin de hacer ms atrayente
el tema y elevar el inters por l, me valgo de mtodos diversos:
problemas a base de temas originales que despiertan la curiosidad,
entretenidas excursiones por la historia de las matemticas,
inesperadas aplicaciones del lgebra a cuestiones de la vida
prctica, etc.
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Presentacin Entre las numerosas obras de divulgacin cientfica,
escritas por el clebre matemtico sovitico Yakov Perelman, figura el
"lgebra Recreativa". Este libro no es un manual elemental de lgebra
para principiantes. El lector, al que destinamos la presente obra,
debe poseer ciertas nociones de lgebra, aunque las haya asimilado
superficialmente o las tenga sermiolvidadas. El libro "lgebra
Recreativa", en primer lugar, pretendo despertar en el lector el
Inters por los ejercicios de lgebra y el deseo de cubrir, con ayuda
de los manuales, las lagunas de que adolezca. El libro contiene
problemas confeccionados basndose en temas originales que
despiertan la curiosidad en el lector, permite hacer entretenidas
excursiones por la historia de las matemticas, muestra inesperadas
aplicaciones del lgebra a cuestiones de la vida prctica, etc. El
nombre de Yakov Perelman es ampliamente conocido en todo el mundo.
De su pluma han salido muchas obras de divulgacin cientfica como:
"Fsica Recreativa", "Matemticas Recreativas", "Astronoma
Recreativa", "Algebra Recreativa", "Geometra Recreativa" y muchas
otras. Perelman ya no vive. Falleci en 1942, durante el bloqueo de
Leningrado. Pero los libros escritos por l siguen siendo
reeditados, habiendo sido, muchos de ellos, traducidos a distintas
lenguas extranjeras. En los aos pasados fueron introducidos en
ellos, solo pequeos cambios a causa del rpido desarrollo de las
ciencias y la tcnica, considerndose ejemplares en el arte de
divulgacin cientfica. Estos libros siguen siendo los predilectos de
millones de lectores de diferentes pases. En las pginas de los
libros de Perelman se puede encontrar extractos de obras conocidas,
leer relatos amenos sobre ilustres personajes y distintos fenmenos
de la naturaleza, presentando, el autor, en cada uno de ellos,
problemas de diferentes campos de la fsica, matemticas, astronoma,
que exigen detenida meditacin con enseanzas fructferas. Los libros
de Perelman son ledos con inters por estudiantes y especialistas,
hallando en ellos, todo lector, algo interesante y til.
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INDICE Del prefacio del autor a la tercera edicin rusa Captulo
primero. La quinta operacin matemtica. La quinta operacin Cifras
astronmicas Cunto pesa el aire? Combustin sin llama ni calor Las
variaciones del tiempo La cerradura secreta Ciclista supersticioso
Resultados de la duplicacin consecutiva Millones de veces ms rpido
10 000 operaciones por segundo Cantidad posible de partidas de
ajedrez El secreto de la mquina de jugar al ajedrez Los tres doses
Los tres treses Los tres cuatros Con tres cifras iguales Los cuatro
unos Los cuatro doses Captulo segundo. El idioma del lgebra El arte
de plantear ecuaciones La vida de Diofanto El caballo y el mulo Los
cuatro hermanos Las aves de la orilla E1 paseo E1 artel de
segadores Las vacas en el prado El problema de Newton E1 cambio de
las manecillas del reloj Coincidencia de las saetas E1 arte de
adivinar nmeros Un supuesto absurdo La ecuacin piensa por nosotros
Curiosidades y sorpresas En la peluquera . El tranva y el peatn El
barco y la balsa Dos botes de caf Velada Exploracin marina En el
veldromo Carrera de motocicletas . Velocidad media Mquinas de
clculo rpido Captulo tercero. En ayuda de la aritmtica
Multiplicacin abreviada Las cifras 1, 5 y 6 Los nmeros 25 y 76
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Nmeros infinitos Compensacin Divisibilidad por 11 El nmero del
automvil Divisibilidad por 19 Teorema de Sofa Germain Nmeros
compuestos Acerca de los nmeros primos E1 mayor nmero primo
conocido Un clculo muy laborioso En ocasiones es preferible no
recurrir al lgebra Captulo cuarto. Las ecuaciones de Diofanto
Compra de una bufanda Una revisin en la tienda Compra de sellos de
correos Compra de frutas . Adivinar el da de nacimiento Venta de
pollos Dos nmeros y cuatro operaciones Cmo ser el rectngulo Dos
nmeros de dos cifras Los nmeros de Pitgoras Ecuacin indeterminada
de tercer grado Cien mil marcos por la demostracin de un teorema
Captulo quinto. La sexta operacin matemtica Sexta operacin Qu raz
es mayor? Resulvase al primer golpe de vista Comedias algebraicas
Captulo sexto. Ecuaciones de segundo grado El apretn de manos El
enjambre de abejas La manada de monos Previsin de las ecuaciones El
problema de Euler Los altavoces El lgebra del vuelo a la Luna
"Ejercicio complicado" Qu nmeros son? Captulo sptimo. La magnitud
mayor y la menor . Dos trenes. Dnde construir el apeadero? Cmo
trazar la carretera al embarcadero? Cundo alcanza el producto su
mximo valor? Qu suma ser la menor? E1 tronco de mayor volumen Dos
parcelas de tierra La cometa . La construccin de una casa
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La parcela El canaln de seccin mxima El embudo de mayor
capacidad La iluminacin ms intensa Capitulo octavo. Progresiones .
La progriesin ms antigua Algebra en papel cuadriculado E1 riego de
la huerta La comida para las gallinas Brigada de cavadores Las
manzanas La compra del caballo . La recompensa del soldado Captulo
noveno. La sptima operacin matemtica La sptima operacin Los rivales
de los logaritmos Evolucin de las tablas de logaritmos Curiosidades
logartmicas Los logaritmos en escena Los logaritmos en el corral
Los logaritmos en la msica Las estrellas, el ruido y los logaritmos
Los logaritmos y el alumbrado elctrico Legados a largo plazo Inters
continuo . El nmero "e" Comedia logartmica Expresar cualquier nmero
tan slo con tres doses
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CAPITULO PRIMERO LA QUINTA OPERACIN MATEMTICA

Contenido: 1. La quinta operacin 2. Cifras astronmicas 3. Cunto
pesa el aire? 4. Combustin sin llama ni calor 5. Las variaciones
del tiempo 6. La cerradura secreta 7. Ciclista supersticioso 8.
Resultados de la duplicacin consecutiva 9. Millones de veces ms
rpido 10. 10.000 operaciones por segundo 11. Cantidad posible de
partidas de ajedrez 12. El secreto de la mquina de jugar al ajedrez
13. Los tres doses 14. Los tres treses 15. Con tres cifras iguales
16. Los cuatro unos 17. Los cuatro doses 1. La quinta operacin Con
frecuencia se denomina al lgebra la aritmtica de las siete
operaciones, queriendo subrayar con ello que a las cuatro
operaciones matemticas conocidas por todos, el lgebra aade tres ms:
la elevacin a potencias y sus dos inversas. Comencemos nuestras
plticas algebraicas por la quinta operacin: la elevacin a
potencias. Responde esta operacin a una exigencia de la vida
prctica? Indudablemente. Con ella tropezamos a menudo en la vida.
Recordemos los innumerables casos en que para calcular superficies
y volmenes se precisa elevar los nmeros a la segunda o tercera
potencia. Otro ejemplo: la fuerza de gravitacin universal, la accin
recproca electrosttica y magntica, la luz y el sonido son
inversamente proporcionales al cuadrado de las, distancia. La
continuidad de la traslacin de los planetas alrededor del Sol (o,
de los, satlites alrededor d los planetas) viene expresada tambin
en forma de una potencia dependiente de la distancia que les separa
de su centro de traslacin: la relacin entre los cuadrados de los
tiempos de traslacin es igual a la relacin entre los cubos de las
distancias. Es un error pensar que en la prctica tropezamos tan slo
con segundas y terceras potencias, y que no existen exponentes de
potencias superiores ms que en los manuales de lgebra. Cuando un
ingeniero busca el grado de solidez de un cuerpo se ve obligados
operar a cada instante con cuartas potencias; y en otros clculos
(para hallar el dimetro de tubo conducto de vapor, por ejemplo)
llega a operar incluso con la sexta potencia. Asimismo los tcnicos
hidrulicos se valen de las sextas potencias cuando tratan, de
averiguar la fuerza con que son arrastradas las piedras por el
agua: si la corriente de un ro es cuatro veces ms rpida que la de
otro, el primero es capaz de arrastrar por su lecho piedras 4", es
decir, 4.096 veces ms pesadas que el segundo ro1. Al estudiar la
relacin que existe entre la luminosidad de un cuerpo incandescente
- el filamento de una lmpara, por ejemplo - y su temperatura, se
opera con potencias an mayores. Cuando la incandescencia es blanca,
su luminosidad general aumenta en relacin a la decimosegunda
potencia de su temperatura; cuando es roja, en relacin a la
trigsima potencia de su temperatura (siendo sta absoluta, es decir,
a partir de 273). Esto significa que si calentamos un cuerpo de
2.000' a 4.000 absolutos, por ejemplo, o sea, si elevamos su
temperatura al doble, la luminosidad de dicho cuerpo aumentar en
212 , es decir, en ms de 4.000 veces. En otro lugar nos ocuparemos
de la importancia que tienen para la tcnica de fabricacin de
lmparas elctricas estas proporciones tan singulares.

1 En mi libro Mecnica Recreativa, captulo IX, trato con ms
detalle de esta cuestin
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Volver 2. Cifras astronmicas Es probable que nadie haga tanto
uso de la quinta operacin matemtica como los astrnomos. Los
exploradores del firmamento manejan sin cesar cantidades formadas
por una o dos cifras significativas seguidas de una larga fila de
ceros. Sera muy incmodo expresar con los medios ordinarios tales
cantidades, llamadas con razn astronmicas y, sobre todo, operar con
ellas. Los kilmetros que nos separan de la nebulosa de Andrmeda se
representan con la siguiente cifra:

95 000 000 000 000 000 000. Por aadidura, al efectuar clculos
astronmicos, muchas veces hay que operar no con kilmetros u otras
unidades an mayores, sino con centmetros. En este caso, la
distancia antes referida lleva cinco ceros ms:

9 500 000 000 000 000 000 000 000. La masa de las estrellas
viene expresada en cifras todava ms considerables, sobre todo si
hemos de registrarla en gramos, como exigen muchos clculos. La masa
del Sol, en gramos, es igual a:

1 983 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000. Huelga ocuparse
de los inconvenientes que representara operar con nmeros tan
desmesurados y de lo fcil que sera incurrir en error en tales
casos. Adems, las cantidades referidas estn muy lejos de ser las
mayores en la astronoma. La quinta operacin matemtica aligera los
clculos. La unidad seguida de varios ceros se expresa con el nmero
10 elevado a una determinada potencia

100 = 102; 1.000 = 103; 10.000 = 104; etc. Los enormes nmeros
citados anteriormente pueden representarse como sigue:

el primero 950*1022 el segundo 1.983*1030

Se expresan as no slo para economizar espacio, sino tambin para
facilitar los clculos. Si hubiera, por ejemplo, que multiplicar
ambos nmero entre s, bastara hallar el producto de 950*1.983 = 1
883 850 y tras l colocar el factor 10 22+30 1052 de la forma
siguiente:

950 * 1022 * 1 983 1030 = 188 385*1053. Es evidente que esto
resulta ms cmodo que escribir un nmero seguido de 22 ceros, otro de
30 ceros y, por ltimo, un tercero acompaado de 53 ceros. Y no slo
ms sencillo, sino tambin ms seguro, por cuanto al escribir tal fila
de ceros puede ser omitido alguno, obteniendo un resultado errneo.
Volver 3. Cunto pesa el aire? Para comprobar hasta qu punto se
facilitan los clculos al representar lo nmeros en forma de
potencias, pongamos el siguiente ejemplo: hallemos cuntas veces la
masa del globo terrestre es mayor que la del aire que lo rodea. El
aire presiona sobre cada centmetro cuadrado de superficie terrestre
con la fuerza de un kilogramo aproximadamente. Esto quiere decir
que el peso de la columna de aire que se apoya en 1 cm2 es igual a
1 kg. La capa atmosfrica de la Tierra se forma, por decirlo as, del
conjunto de dichas columnas de aire, que son tantas como centmetros
cuadrados forman la superficie de nuestro planeta, y como cantidad
de kilos pesa la atmsfera en su conjunto Si consultamos los ndices
correspondientes, averiguaremos que la superficie terrestre mide
510 millones de kilmetros cuadrados, es decir, 51* 107 km2 Veamos
cuntos
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centmetros cuadrados hay en un kilmetro cuadrado. E kilmetro
lineal se forma de 1 000 metros y cada uno de stos tiene 10
centmetros, o sea, un total de 105 cm, por lo cual, el kilmetro
cuadrado lo formarn (105)2 1010 cm2. De aqu que la superficie del
globo terrestre ser igual a

51*107*1010 = 51 * 1017 cm2. Esta cifra representa tambin la
cantidad de kilogramos que pesa la atmsfera de la Tierra.
Transformando los kilogramos en tonelada resultarn:

51*1017 /1.000 = 51*1017/103 = 51*10 17 - 3 = 51*1014 mientras
que la masa del globo terrestre es de 6 *1021 toneladas. Para
conocer cuntas veces es ms pesado nuestro planeta que la capa de
aire que lo rodea, efectuemos la siguiente divisin:

6*1021/51*1014 106, de donde se deduce que la masa atmosfrica
es, aproximadamente, la millonsima parte de la del globo
terrestre2. Volver 4. Combustin sin llama ni calor Si se pregunta a
un qumico por qu la lea o el carbn arden nicamente a elevada
temperatura, contestar que la combinacin del carbono y el oxgeno
tiene lugar a cualquier temperatura, pero que cuando sta es baja,
dicho proceso transcurre con excesiva lentitud (es decir, en la
reaccin toma parte un nmero insignificante de molculas), y por ello
escapa a nuestra observacin. La ley que rige la velocidad de las
reacciones qumicas ensea que al descender la temperatura en 10, la
velocidad de la reaccin (el nmero de molculas que toma parte en
ella) se reduce a la mitad. Apliquemos dicha ley a la reaccin que
se produce al oxigenarse la madera, esto es, al proceso de
combustin de la madera. Supongamos que un gramo de madera sometido
a una temperatura de 600 se consume en un segundo. Cunto tardar en
consumirse 1 g de lea a la temperatura de 20? Es sabido que con una
temperatura 580=58*10 grados menor, su reaccin ser 258 veces ms
lenta, o lo que es lo mismo, un gramo de lea se consumir en 258
segundos. A cuntos aos equivale este lapso? Podemos calcularlo sin
efectuar 57 multiplicaciones consecutivas en las que el
multiplicador sea 2, y sin recurrir a la tabla de logaritmos. Es
notorio que

210 = 1.024 103, de lo que se deduce que

258 = 260-2 = 260/22 = ()*260 = ()* (210)6 ())*1018, es decir,
aproximadamente la cuarta parte de un trilln de segundos. El ao
tiene cerca de 30 millones de segundos, o, lo que es igual, 3*107
segundos; por esto

* 1018 / 3*107 = (1/12) * 1011 1010 Diez mil millones de aos!
Este es aproximadamente el tiempo que tardara en consumirse un
gramo de madera sin llama ni calor. As, pues, la madera y el carbn
arden a la temperatura ordinaria, sin encenderlos. La invencin de
instrumentos para obtener el fuego aceler este proceso, de enorme
lentitud, en miles de millones de veces. Volver

2 El signo significa la igualdad aproximada.
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5. Las variaciones del tiempo Problema Fijemos nuestra atencin
slo en un elemento: si el tiempo es nublado o despejado; es decir,
distinguimos los das por el hecho de si en el cielo hay nubes o no.
Qu piensa el lector? En estas condiciones, habr muchas semanas con
diferente combinacin de das nublados y despejados? Puede parecernos
que stas sern pocas y que pasados unos dos meses se agotarn todas
las combinaciones de das nublados y despejados, repitindose
entonces a la fuerza alguna de las combinaciones ya observadas.
Mas, probemos a calcular exactamente el nmero posible de
combinaciones que pueden darse en estas condiciones. Este es uno de
los problemas que nos conducen inesperadamente a la quinta operacin
matemtica. En fin, de cuntas formas diversas pueden combinarse los
das nublados y despejados en una misma semana? Solucin El primer da
de la semana puede ser despejado o nublado; lo que quiere decir que
por el momento se tienen dos combinaciones. En el transcurso de dos
das son posibles las siguientes combinaciones de das nublados y
despejados:

Despejado y despejado despejado y nublado nublado y despejado
nublado y nublado.

En dos das se tienen ya 22 combinaciones diferentes. Al tomar
tres das, a cada una de las cuatro combinaciones correspondientes a
los dos primeros das, se une alguna de las dos combinaciones del
tercer da, de esta forma obtenemos un total de variantes igual
a

22 * 2 = 23. En cuatro das, el nmero de combinaciones ser de

23 * 2 = 24. Al llegar al quinto da se producirn 25
combinaciones; al sexto, 26, y, por ltimo, en la semana habr 27 =
128 combinaciones. De todo esto se deduce que hay 128 semanas con
diferentes variantes de das despejados y nublados. Al cabo de 128 *
7 = 896 das se repetir inevitablemente una de las combinaciones
anteriores, aunque dicha repeticin puede surgir antes, pero 896 das
constituyen el perodo a partir del cual esta repeticin es
completamente inevitable. Y, por el contrario, pueden transcurrir
dos aos e incluso ms (dos aos y 166 das), sin que el estado
atmosfrico de una semana se parezca al de las otras. Volver 6. La
cerradura secreta Problema En cierta institucin sovitica fue
hallada una caja fuerte de tiempos anteriores a la revolucin.
Hallse la llave de la misma, mas para poder abrirla se precisaba
conocer el secreto de la cerradura: sta se compona de cinco
rodillos, en torno a los cuales haba un alfabeto con 36 letras; los
rodillos deban combinarse de tal manera que formasen una
determinada palabra desconocida. Para evitar forzar la caja
decidise probar con dichas letras todas las combinaciones posibles.
En cada una de estas combinaciones se invertan tres segundos. Poda
abrirse la cerradura en 10 jornadas? Solucin Calculemos el nmero
total de combinaciones posibles. Cada una de las 36 letras del
primer rodillo puede unirse a cada una de las 36 letras del segundo
rodillo. As pues, el nmero de combinaciones posibles con dos letras
de los dos rodillos ser:
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36 * 36 = 362 A cada una de estas combinaciones podemos aadir
cualquiera de las 36 letras del tercer rodillo, con lo cual, el
total de variantes con tres letras de los tres rodillos equivaldr
a:

362 * 36 = 363. De esta misma manera hallemos la cantidad de
combinaciones posibles con cuatro letras de los cuatro rodillos,
que llegarn a 364 ; y con cinco letras de los cinco rodillos
tendremos 365, o sea, 60 466 176. Para practicar estas 60 millones
y pico de combinaciones, dedicando tres segundos a cada una, se
necesitarn

3 * 60 466 176 = 181 398 528 segundos, es decir, ms de 50 000
horas, lo que equivale a casi 6 300 jornadas de trabajo de ocho
horas, ms de 20 aos! Esto quiere decir que existen 10 casos
favorables entre 6 300, o 1 entre 630, de que la caja sea abierta
en 10 jornadas de trabajo. Por lo tanto, la probabilidad es muy
reducida. Volver 7. Ciclista supersticioso Problema Hasta hace poco
cada bicicleta deba tener una matrcula igual que el automvil. Esta
matrcula tena seis guarismos. Cierta persona muy supersticiosa
adquiri una bicicleta con el propsito de aprender a manejarla.
Cuando supo que a cierta avera, propia de stas mquinas, se le
denomina "ocho", se crey condenado a algn contratiempo si en el
nmero de su matrcula figuraba algn ocho. Al ir por sta, le
tranquiliz la siguiente reflexin: cualquiera que sea el nmero de la
matrcula, debe formarse con guarismos del 0 al 9. De stos, tan slo
el 8 es "aciago", por lo cual, de cada 10 casos existe uno en que
la matrcula resulte "infausta". Es acertada esta deduccin? Solucin
El nmero de las matrculas se compone de seis guarismos. Por lo
tanto, habr 999 999 diferentes, desde el 000 001,000 002, etc.
hasta el 999 999. Calculemos ahora cuntos nmeros "afortunados"
podramos encontrar. El lugar de las unidades del nmero puede ser
ocupado por alguna de las nueve cifras "felices": 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 9. En el segundo lugar tambin puede encontrarse una de estas
cifras. De ah que las dos primeras cifras den lugar a 9 * 9 = 9 2
combinaciones "favorables". A cada una de estas combinaciones puede
agregarse una tercera cifra de las nueve "bienhadadas"; por lo
tanto las combinaciones "felices" de tres cifras llegan a 92 * 9 =
93. De esta misma manera se deduce que el nmero de combinaciones
"satisfactorias", compuestas de seis cifras, es igual a 96. No
obstante, hay que tener en cuenta que este nmero comprende la
combinacin 000 000, que no sirve para matrcula. Por consiguiente,
la cantidad de matrculas "afortunadas" es de 96-1 =531 440, lo que
constituye algo ms del 53% del total de nmeros posibles, y no el
90%, como supona el ciclista en cuestin. El lector se convencer de
que en la serie de nmeros con siete cifras, hay ms "infaustos" que
"bienhadados". Volver 8. Resultados de la duplicacin consecutiva En
la famosa leyenda en la que se habla de la recompensa concedida al
inventor del ajedrez 3 puede encontrarse un ejemplo demostrativo
del rpido incremento que se obtiene al duplicar repetidamente un
nmero por pequeo que sea. Sin detenerme en este paradigma clsico,
me remitir a otros menos conocidos.

3 Vase mi libro Matemticas Recreativas, cap. VII
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Problema Cada 27 horas, como trmino medio, el infusorio
paramecio se parte en dos. Si todos los infusorios surgidos de esta
suerte quedaran vivos, cunto tiempo sera necesario para que los
descendientes de un paramecio llegaran a tener el volumen del Sol?
Los datos necesarios para este clculo son: la 40 generacin, si se
conservan todas desde la primera, ocupa despus de su
desdoblamiento, un volumen igual a un metro cbico. El volumen del
Sol es de 1021 m3. Solucin La tarea consiste en determinar cuntas
veces 1 m3 debe multiplicarse por dos para llegar a 1027 m3 1027 =
(103)9 (210)9 =290, puesto que 210 l 000. De esta forma, la
cuadragsima generacin debe sufrir 90 nuevas divisiones sucesivas
para alcanzar el volumen del Sol. El nmero total de generaciones,
incluyendo la primera, es de 40+90= 130. No ofrece dificultad
alguna precisar que esto tiene lugar el da 147. El microbilogo
Metlnikov observ 8 061 divisiones sucesivas del paramecio. Que
calcule el propio lector el colosal volumen que tendra la ltima
generacin si no hubiera muerto ni uno solo de estos infusorios...
La cuestin examinada en este problema puede ser presentada, como si
dijramos, desde el lado opuesto. Imaginmonos que se ha dividido el
Sol en dos mitades, que una de estas mitades tambin se ha dividido
en dos, etc. Cuntas operaciones semejantes seran precisas para que
resultara el tamao de un infusorio? Aunque el lector conoce ya la
contestacin, 130, no por eso deja de asombrar lo reducido de este
nmero. A m me fue planteado este problema en la siguiente forma:
Una hoja de papel es dividida en dos, y una de las mitades
obtenidas es, a su vez, dividida por la mitad, etc. Cuntas
divisiones seran precisas para llegar a la dimensin del tomo?
Supongamos que la hoja de papel pesa 1 gramo y que tomamos 1/(1024)
de gramo como peso del tomo. Como quiera que 1024 puede sustituirse
por 280, de valor aproximado, se hace evidente que, se necesitan
tan slo unos 80 desdoblamientos, y no millones, como se contesta
con frecuencia cuando se da a conocer este problema. Volver 9.
Millones de veces ms rpido El aparato elctrico, llamado basculador,
contiene dos lmparas electrnicas 4. La corriente puede entrar en el
basculador slo a travs de una lmpara: bien por la de la "izquierda"
o por la de la "derecha". El aparato tiene dos contactos, a los que
puede envi arse desde afuera una seal elctrica instantnea (impulso)
y dos contactos a travs de los cuales transmite el basculador la
seal de respuesta. En, el momento en que llega el impulso elctrico
exterior, el basculador cambia el contacto: la lmpara por la cual
ha pasado la corriente se desconecta y la corriente comienza a
pasar por la otra lmpara. El basculador enva el impulso de
respuesta al desconectar la lmpara de la derecha y conectar la de
la izquierda., Veamos ahora cmo funcionar el basculador si le
enviamos varios impulsos consecutivos. Fijemos la situacin del
basculador basndonos en la lmpara de la derecha: si la corriente no
pasa por ella convengamos en que el basculador se encuentra en la
"posicin 0"; y si la corriente pasa por ella (la derecha), el
aparato se halla en la "posicin 1".

4 Si en vez de las lmparas electrnicas uno va a utilizar
transistores o, los as llamados, circuitos slidos (de capas) no se
cambiar el resultado.
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Figura 1

Supongamos que el basculador se encuentra en la posicin 0, es
decir, que la corriente pasa por la lmpara izquierda (figura l).
Despus del primer impulso la corriente entra por la lmpara derecha,
es decir, el basculador pasa a la posicin 1. Entre tanto, el
aparato no emite el impulso de respuesta, por cuanto sta se produce
slo cuando se desconecta la lmpara derecha (no la izquierda).
Despus del segundo impulso, la corriente entra ya por la lmpara
izquierda, es decir, el basculador toma de nuevo la posicin 0. Mas
en ese instante, el basculador lanza la seal de respuesta
(impulso). A continuacin (despus de los dos impulsos), el aparato
torna de nuevo a su posicin inicial. Por eso, despus del tercer
impulso, el basculador vuelve a la posicin 1, como lo hizo despus
del primero; despus del cuarto vuelve (como despus del segundo) a
la posicin 0, enviando al mismo tiempo la seal de respuesta, y as
sucesivamente. Cada dos impulsos se repite la situacin del
basculador. Supongamos ahora que tenemos varios basculadores, y que
los impulsos del exterior se envan slo al primero de ellos, los
impulsos de respuesta del primer basculador se transmiten al
segundo, los del segundo al tercero, etc. (en la figura 2 se
presentan los aparatos conectados en serie de derecha a izquierda).
Veamos cmo funcionar esa cadena de basculadores.

Impulso 1 2 3 4 5 6 7 8

Combinacin 00001 00010 00011 00100 00101 00110 00111 01000

Supongamos que en el momento inicial, todos los basculadores se
hallan en la posicin 0. Por ejemplo, para la serie de cinco
basculadores tendremos la combinacin 00000. Despus del primer
impulso el primer basculador (el del extremo de la derecha) toma la
posicin 1, mas como en este caso no se da el impulso de
contestacin, todos los dems aparatos permanecen en la posicin 0, es
decir, la combinacin se caracterizar por la posicin 00001. Despus
del segundo impulso, el primer basculador se desconecta (vuelve a
la posicin 0), pero ste da la seal de respuesta, en virtud de la
cual se conecta el segundo basculador sin producir cambios en el
resto de los aparatos, es decir, obtenemos la posicin 00010. Despus
del tercer impulso se conecta el primer basculador; los dems no
cambian de posicin. Tendremos la combinacin 00011. Con el cuarto
impulso se desconecta el primer basculador; ste da la seal de
respuesta que sirve de impulso desconectador del segundo basculador
que tambin da el impulso de respuesta; finalmente, con este ltimo
impulso se conecta el tercer basculador. El resultado de todo esto
ser la combinacin 00100. Si se continan estos razonamientos
resultar
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Figura 2

Se aprecia cmo esta serie de basculadores "cuenta" el nmero de
seales recibidas del exterior y lo "anota" a su manera. No es
difcil advertir que la anotacin del nmero de impulsos recibos no se
produce de acuerdo con el sistema de base diez, sino con el sistema
de base dos. En este sistema, la numeracin se forma mediante unos y
ceros. La unidad del segundo lugar no es diez veces mayor que la
del primero, sino slo dos veces. La unidad que en el sistema de
base dos ocupa el ltimo puesto (el de la derecha) es una unidad
ordinaria. La unidad del siguiente orden (la que ocupa el segundo
lugar contando desde la derecha) representa un dos; la siguiente
unidad, un cuatro; la otra, un ocho, etc. Por ejemplo, el nmero
19=16+2+1 se registra en el sistema de base dos en forma de 10011.
Quedamos pues en que la serie de basculadores "cuenta" el nmero de
seales recibidas y las anota con el sistema de numeracin de base
dos. Obsrvese que el cambio de posicin del basculador, es decir, el
registro de uno de los impulsos llegados, dura en total algunas
millonsimas de segundo! Los contadores de basculador modernos
pueden "contar" decenas de millones de impulsos por segundo, lo que
abrevia la operacin unas 100 000 de veces en relacin con dicho
clculo hecho por una persona que no disponga de aparato alguno: la
vista humana puede distinguir con claridad seales que se sucedan
con una frecuencia que no sea superior a 0,1 segundo. Si se forma
una serie de veinte basculadores, es decir, si se registra la
cantidad de seales dadas en nmeros que no tengan ms de veinte
cifras del sistema de base dos, entonces se puede contar hasta 2
20-1 o sea, ms de un milln. Y si se forma una serie de 64
basculadores, se puede registrar la famosa cifra del ajedrez. La
posibilidad de contar centenares de miles de seales en un segundo
reviste gran importancia para los trabajos experimentales
relacionados con la f fsica nuclear. Puede ser registrado, por
ejemplo, el nmero de partculas de uno u otro tipo que salgan
despedidas en la desintegracin del tomo. Volver 10. 10.000
operaciones por segundo Merece destacar que los esquemas de
basculadores permiten tambin realizar operaciones con cifras.
Veamos, por ejemplo, cmo se efecta la adicin de dos nmeros.

Figura 3

Supongamos que tres series de basculadores se encuentran unidas
como se indica en la figura 3. La serie superior sirve para
registrar el primer sumando; la segunda serie, para el segundo
sumando, y la inferior, para la suma. En el momento de conectar el
aparato, a los basculadores de la serie inferior llegan impulsos de
los basculadores de la serie superior y de la media que se
encuentran en la posicin 1.
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Admitamos que, como se seala en la figura 3, las dos primeras
series presentan los sumandos 101 y 111 (con el sistema de
numeracin de base dos). En este caso, cuando conectemos el aparato
llegarn al primer basculador de la serie inferior (el del extremo
de la derecha) dos impulsos: los del primer basculador de cada uno
de los sumandos. Es sabido que al recibir dos impulsos, el primer
basculador queda en la posicin 0, pero responde con un impulso que
enva al segundo basculador. A ste llega, adems, una seal del
segundo sumando. De esta forma, al segundo basculador llegan dos
impulsos; con esto queda en la posicin 0 y enva el impulso de
respuesta al tercer basculador. Asimismo, al tercero llegan otros
dos impulsos de cada uno de los sumandos. En consecuencia, a cada
una de las tres seales, el tercer basculador pasa a la posicin 1 y
despide un impulso de respuesta. Este ltimo impulso traslada el
cuarto basculador a la posicin 1 (al cuarto no llegan ms seales).
As es cmo en el aparato representado en la figura 3 se ha
realizado, mediante el sistema de numeracin de base dos, una suma
de dos nmeros "en columna":

101

+111 1100

o, segn la suma del sistema decimal, 5 + 7 = 12. Al darse la
seal de respuesta en la serie inferior de basculadores parece como
si el aparato "llevara una unidad" de la columna anterior y la
pasara a la siguiente, es decir, hace lo mismo que cuando sumamos
en "columna". Si en cada serie hubiera en lugar de cuatro, 20
basculadores, por ejemplo, podramos realizar sumas de nmeros
inferiores a un milln y, si se aumentara todava ms el nmero de
basculadores, sera posible sumar cantidades mayores. Debemos
advertir que en la prctica, el esquema de este mecanismo debe ser
mucho ms complicado de lo que aparece en la figura 3. Entre otras
cosas, la mquina debe tener un aparato especial que asegure el
"retardo" de las seales. En efecto: en la mquina representada en el
esquema, las seales de los dos sumandos le llegan simultneamente
(en el instante que se conecta la mquina) al primer basculador de
la serie inferior. Por ello ambas seales se fundirn en una sola,
siendo registradas por el basculador, no como dos, sino como una
seal nica. Para evitar esto es preciso que las seales de los
sumandos no lleguen a la vez, sino unas ms tarde que las otras. La
presencia de este "retardador" determina que en la suma se emplee
ms tiempo del necesario para el registro de una seal en el contador
de los basculadores. Si se cambia el esquema de la mquina cabe
efectuar la sustraccin en lugar de la adicin. Puede emplearse
tambin para la multiplicacin (que consiste en la adicin consecutiva
de sumandos, lo que exige ms tiempo), la divisin y otras
operaciones. Los aparatos a que nos hemos referido se emplean en
las mquinas modernas de clculo. Estas pueden realizar en un segundo
decenas e incluso centenares de miles de operaciones numricas! Esta
vertiginosa rapidez operativo puede parecernos superflua. Qu
diferencia puede haber, por ejemplo, en que la mquina eleve un
nmero de 15 cifras al cuadrado en una diezmilsima de segundo o,
supongamos, en un cuarto de segundo? Lo uno y lo otro nos parecern
soluciones "instantneas" del ejercicio... sin embargo, no hay que
apresurarse en las conclusiones. Tomemos el siguiente ejemplo: Un
buen ajedrecista, antes de mover una pieza analiza decenas e
incluso centenares de variantes posibles. Si suponemos que el
anlisis de una variante le ocupa algunos segundos, para el examen
de centenares de ellas precisar minutos y decenas de minutos. No es
raro que en las partidas complicadas, los jugadores resulten en
zeitnot, es decir, se vean obligados realizar las ltimas jugadas
apresuradamente porque al meditar los planes anteriores han agotado
casi todo el tiempo destinado a la partida. Y si encargamos a la
mquina el examen de las variantes de jugada en la partida de
ajedrez? La mquina, como sabemos, no puede caer nunca en "zeitnot",
ya que hace miles de operaciones por segundo y puede analizar todas
las variantes instantneamente"... Podr objetarse que una cosa es
efectuar operaciones por complicadas que y otra, jugar ajedrez: la
mquina no puede hacer esto! Al analizar las variantes, el
ajedrecista no opera, sino que piensa! Mas no divaguemos ahora;
volveremos a esto ms adelante. Volver 11. Cantidad posible de
partidas de ajedrez
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Hagamos el clculo ms o menos exacto del nmero de partidas de
ajedrez posibles. Como carece de sentido la determinacin precisa,
ofreceremos al lector un intento de determinar aproximadamente el
nmero de partidas de ajedrez posibles. En el libro La matemtica de
los juegos y distracciones matemticas, de M. Kraitchik, matemtico
belga, encontramos el siguiente clculo: "Al mover la primera pieza,
las blancas tienen 20 jugadas a elegir (16 jugadas con los ocho
peones, cada uno de los cuales puede avanzar un escaque o dos; y
dos jugadas de cada caballo). A cada jugada de las blancas, las
negras pueden contestar con cualquiera de esas variantes.
Combinando cada movimiento de las blancas con cada uno de las
negras tendremos 20*20=400 variantes despus de la primera jugada
por ambas partes. Despus del primer movimiento, el nmero de jugadas
posibles es an mayor. Si las blancas han movido, por ejemplo, e2 -
e4, para la segunda jugada, tienen ya 29 variantes a elegir. En lo
sucesivo, el nmero de jugadas posibles es todava mayor. Tan slo la
reina, encontrndose, por ejemplo, en el escaque d5, puede hacer 27
movimientos (suponiendo que todas las casillas donde puede ir estn
libres). Sin embargo, para simplificar el clculo, nos atendremos a
las siguientes cifras medias: 20 variantes para cada una de las
partes en las primeras cinco jugadas; 30 variantes para cada parte
en todas las dems jugadas. Admitamos, adems, que el total de
jugadas en una partida normal, como trmino medio, sea 40. Partiendo
de este supuesto, las partidas posibles sern:

(20 * 20)5 * (30 * 30)35 Para determinar la magnitud aproximada
de esta expresin nos valdremos de las siguientes transformaciones y
simplificaciones:

(20 * 20)5 * (30 * 30)35 = 2010 * 3070 = 210 * 370 * 1080.
Sustituyamos 210 por 1 000, que es una magnitud parecida, es decir,
por 103. Presentamos la potencia 310 en la forma que sigue:

370 = 368 * 32 10 * (34)17 10 * 8017 = 10 * 817 * 1017=251 *
1018 =

= 2 * (210)5 * 1018 2 * 1015 * 1018 = 2 * 1033 por
consiguiente,

(20 * 20)5 * (30 * 30)35 103 * 2 * 1033 * 1080 = 2 * 10116. Este
nmero deja muy atrs a la consabida cantidad de granos de trigo
pedida como premio por la invencin del ajedrez (2 64- 1 18 * 1018).
Si toda la poblacin del globo terrestre jugara al ajedrez el da
entero, moviendo una pieza cada segundo, para agotar todas las
posibles partidas de ajedrez, ese juego general y permanente durara
no menos de 10100 siglos! Volver 12. El secreto de la mquina de
jugar al ajedrez Sin duda asombrar al lector enterarse de que en
cierta poca existan mquinas automticas de ajedrez. En efecto, cmo
concebir semejantes aparatos si el nmero de combinaciones de las
piezas en el tablero de ajedrez es prcticamente infinito? Su
explicacin es muy sencilla. No era una mquina lo que exista, sino
la fe en ella. Un aparato que goz de gran popularidad fue el del
mecnico hngaro Wolfgang von Kempelen (1734-1804), que lo present en
las cortes austriaca y rusa y despus hizo con l exhibiciones
pblicas en Pars y Londres. Napolen I jug con esta mquina creyendo
que se enfrentaba de verdad con ella. A mediados del pasado siglo
el clebre aparato fue a parar a Amrica, destruyndolo un incendio en
Filadelfia. La fama de las dems mquinas fue menos ruidosa. No
obstante, ni an en tiempos posteriores se perdi la fe en la
existencia de tales aparatos.
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Figura 4

En realidad, ni una sola mquina de ajedrez actuaba
automticamente. En su interior se ocultaba un adiestrado
ajedrecista que mova las piezas. Este seudo automtico lo formaba un
voluminoso cajn en cuyo interior haba un complejo mecanismo. El
cajn tena tambin un tablero de ajedrez con sus piezas que mova la
mano de un gran mueco. Antes de empezar el juego se permita al
pblico que se cerciorara de que en el cajn no haba ms que las
piezas del mecanismo. Sin embargo, en dicho cajn quedaba sitio
suficiente para ocultar a un hombre de baja estatura (ese papel fue
desempeado en su tiempo por los clebres ajedrecistas Johann
Allgaier y William Lewis). Es probable que mientras se iban
mostrando sucesivamente al pblico diferentes departamentos del
cajn, la persona escondida pasara con sigilo de un lugar a otro sin
ser vista. El mecanismo de por s no tornaba parte en el
funcionamiento del aparato, sirviendo tan slo para velar la
presencia del jugador de carne y hueso. De lo dicho puede
concluirse lo siguiente: el nmero de partidas de ajedrez es
prcticamente infinito, por lo cual slo en la imaginacin de personas
cndidas pueden existir mquinas indicadoras del movimiento ms
acertado. De ah que no deba temerse crisis alguna en el juego del
ajedrez. No obstante, en los ltimos aos se han producido
acontecimientos que ponen en duda la veracidad de tal afirmacin. Ya
existen mquinas que juegan al ajedrez. Nos referimos a las
complicadas mquinas de clculo que permiten efectuar miles de
operaciones por segundo. De ellas hemos hablado ms arriba. Mas, cmo
pueden jugar al ajedrez estas mquinas? Claro es que ninguna mquina
de clculo puede hacer otra cosa que operar con nmeros. Mas el
aparato efecta las operaciones siguiendo un esquema previo y de
acuerdo con un programa elaborado de antemano. El programa de
ajedrez lo confeccionan los matemticos a base de una determinada
tctica de juego; entendiendo por tctica el sistema de reglas que
permite elegir, en cada posicin, la salida ms efectiva (la mejor
desde el punto de vista de la tctica dada). He aqu uno de los
ejemplos de la misma. A cada trebejo se le adjudica un determinado
nmero de puntos, que determina su valor.

El rey La reina La torre El alfil El caballo

+200 puntos +9 +5 +3 +3

El pen Un pen atrasado Un pen aislado Un pen doblado

-

+1 punto -0,5 -0,5 -0,5

- Adems se fija una determinada valoracin a las posiciones ms
favorables (movilidad de las figuras, colocacin de stas ms cerca
del centro que de los costados, etc.) que son expresadas en dcimas
de punto. Del nmero global de puntos que tienen las blancas, se
descuenta la suma de puntos de las negras. La diferencia reflejar,
hasta cierto punto, la superioridad material y de posicin que
tienen las
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blancas sobre las negras. Si esta diferencia es positiva, la
situacin de las blancas ser ms ventajosa que la de las negras; si
es negativa, ser menos ventajosa. La mquina de calcular seala cmo
puede cambiar en el curso de tres jugadas la diferencia registrada.
Indica la combinacin de tres lances ms ventajosa y la registra en
una tarjeta especial; con ello, la "jugada" est hecha5. Para ello
la mquina emplea muy poco tiempo (dependiendo ste del programa y de
la velocidad operativo de la mquina), de forma que no hay motivo
para temer el "zeitnot". Es cierto que el hecho de "prever" una
partida slo con tres jugadas por anticipado caracteriza a la mquina
como "jugador" bastante mediocre6. Pero podemos estar seguros de
que con el rpido perfeccionamiento actual de la tcnica de calcular,
las mquinas "aprendern" a "jugar" al ajedrez mucho mejor. Nos sera
difcil exponer con ms detalle la composicin de programas de ajedrez
para la mquina de clculo. Algunos tipos sencillos de programas sern
examinados esquemticamente en el prximo captulo. Volver 13. Los
tres doses Con seguridad que todos sabrn cmo deben escribirse tres
cifras para que se alcance con ellas su mximo valor. Deben tomarse
tres nueves y colocarlos as:

999 es decir, escribiendo la potencia de una potencia. Este
nmero es tan enormemente grande que es imposible encontrar con qu
compararlo. El nmero de electrones que forman todo el Universo
visible es una insignificancia respecto a este nmero. En mis
Matemticas Recreativas (cap. X) me ocup del particular. He
insistido en este ejemplo porque me propongo ofrecer aqu otro
ejercicio del mismo tipo: Vase la forma de alcanzar el nmero ms
alto con tres doses sin emplear signo alguno. Solucin El ejemplo
anterior inducir sin duda a colocar los doses del mismo modo, es
decir:

222 Sin embargo, en este caso no se logra el efecto deseado. El
resultado es incluso menor que 222. En efecto, hemos escrito tan
slo 24, es decir, 16. El nmero mayor, entre los que pueden formar
tres doses, no es 222 ni 222 (es decir, 484), sino

222 = 4 194 304. El ejemplo es muy aleccionador, y ensea que en
matemticas resulta peligroso servirse de analogas: stas pueden
conducirnos fcilmente a conclusiones errneas. Volver 14. Los tres
treses Problema Despus de esto, quiz se proceda con mayor precaucin
al resolver el siguiente problema:

5 Existen tambin otros tipos de "tctica" de ajedrez. Por
ejemplo, en el clculo pueden tenerse en cuenta no todas las jugadas
con que puede replicar el adversario, sino slo las ms "serias" (el
jaque, la toma de alguna pieza, el ataque, la defensa, etc.). En
otros casos, cuando las jugadas del adversario sean muy peligrosas,
puede practicarse el clculo no slo de tres, sino de un nmero mayor
de lances por adelantado. Tambin es posible el empleo de otra
escala distinta para los valores de las piezas. En dependencia de
una u otra tctica cambia el ,,estilo de juego" de la mquina. 6 En
las partidas de los mejores maestros de ajedrez se calculan
combinaciones de 10 o ms jugadas por anticipado.
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Escrbanse tres treses de forma que adquieran su mximo valor sin
emplear ningn signo. Solucin

La potencia de potencia no ofrece aqu el efecto deseado porque
333 , es decir, 327 es menor que 333.

La ltima disposicin de los treses es la que responde a la
pregunta formulada. Los tres cuatros Problema Escrbanse tres
cuatros de forma que adquieran su mximo valor sin recurrir a
signos. Solucin Si se sigue el ejemplo de los dos ejercicios
anteriores, es decir,

444 no se obtiene la solucin ms favorable, puesto que en este
caso, la potencia de potencia,

444 proporciona el valor mximo posible. Ya que 44 =256, y 4256
es mayor que 444. Volver 15. Con tres cifras iguales Procuremos
profundizar en este intrigante fenmeno y aclarar por qu, cuando con
las cifras se establece una potencia de potencia, unas veces se
obtienen nmeros enormemente altos y otras, no. Examinemos el caso
general.. Obtngase el nmero ms elevado posible dado por tres cifras
iguales prescindiendo de todo signo. Representemos la cifra con la
letra a. A la distribucin

222, 333, 444 corresponde la expresin

a(10a + a) , es decir a11a

La potencia de potencia, en su aspecto general, se presenta
as:

aaa Determinemos cul ha de ser el valor de a para que la ltima
variante sea de mayor magnitud que la primera. Como quiera que
ambas potencias tienen idntica base entera, a mayor exponente
corresponder mayor valor. En qu caso

aa > 11a?

Dividamos ambos miembros de la desigualdad por a, y
tendremos

aa-1 > 11. Es fcil determinar que aa-1 es mayor que 11 slo en
el caso en que a sea mayor que 3, puesto que

44-1 > 11 en tanto que las potencias
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32 y 21 son menores que 11. Quedan, pues, explicadas las
sorpresas con que hemos tropezado al resolver los problemas
precedentes: para los doses y los treses haba que servirse de
potencias con exponentes de dos cifras, para los cuatros y cifras
mayores tiene que emplearse la potencia de potencia Volver 16. Los
cuatro unos Problema Obtngase la cantidad ms elevada posible con
cuatro unos sin emplear ningn signo. Solucin El nmero 1.111 no
responde a las exigencias del problema, por ser mucho ms pequeo que
1111 Sera muy laborioso encontrar este nmero mediante 11
multiplicaciones consecutivas por 11. Sin embargo, puede hacerse el
clculo con mucha mayor rapidez utilizando las tablas de logaritmos.
Este nmero rebasa los 285 000 millones y, por lo tanto, es ms de 25
millones de veces mayor que 1.111. Volver 17. Los cuatro doses
Problema Resolvamos este problema tratndose de doses. Cmo deben
disponerse cuatro doses para que adquieran su mximo valor? Solucin
Las combinaciones posibles son 8:

2222, 2222, 2222, 2222,

((22)2 )2 , ((2)22 )2, ((2)2)22, (((2)2 )2 )2 Cul de estos
valores es el mayor? Examinemos la primera fila. El primer nmero,
2.222, es a todas luces menor que las tres potencias que le siguen.
Para establecer una comparacin entre las dos siguientes

2222 y 2222, transformemos la segunda de ellas:

2222 = 222*11 = (222)11 = 48411. Esta ltima es mayor que 2222,
ya que tanto la base como el exponente son mayores que los de 2222.
Comparemos ahora 2222 con 2222 . Sustituyamos 2222 por otra
magnitud superior, 3222 y veremos que incluso sta es menor que
2222. En efecto,

3222 = (25)22 = 2110 que es menor que 2222. Quedamos, pues, en
que el valor ms elevado de la primera fila es 2222. Comparemos
ahora la mayor potencia de la primera fila y las cuatro de la
segunda:

((22)2 )2 , ((2)22 )2, ((2)2)22, (((2)2 )2 )2
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La ltima potencia es slo igual a 216, por lo que queda
eliminada. Prosigamos. La primera de esta fila equivale a 224 y es
menor que 324 o que 220, por cuya razn es inferior a las dos que la
siguen. Quedan slo tres potencias a comparar, todas de base 2. Es
evidente que ser mayor aquella que tenga mayor exponente. De los
tres

222, 484 y 220+2 (= 210*2 * 22 106 * 4)

el ltimo es el mayor. Por eso, el valor ms elevado que pueden
tomar los cuatro doses vendr expresado como sigue:

((2)2)22 Sin recurrir a la tabla de logaritmos podernos
imaginarnos aproximadamente la magnitud de esta potencia valindonos
de un nmero aproximado:

210 1 000. Y as es, en efecto:

222=220 * 22 4 * 106

((2)2)22 24000000 > 101200000. Este nmero consta de ms de un
milln de cifras. Volver
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CAPITULO SEGUNDO EL IDIOMA DEL LGEBRA

Contenido: 1. El arte de plantear ecuaciones 2. La vida de
Diofanto 3. El caballo y el mulo 4. Los cuatro hermanos 5. Las aves
de la orilla 6. El paseo 7. El artel de segadores 8. Las vacas en
el prado 9. El problema de Newton 10. El cambio de las manecillas
del reloj 11. Coincidencia de las saetas 12. El arte de adivinar
nmeros 13. Un supuesto absurdo 14. La ecuacin piensa por nosotros
15. Curiosidades y sorpresas 16. En la peluquera 17. El tranva y el
peatn 18. El barco y la balsa 19. Dos botes de caf 20. Velada 21.
Exploracin marina 22. En el veldromo 23. Carrera de motocicletas
24. Velocidad media 25. Mquinas de clculo rpido 1. El arte de
plantear ecuaciones El idioma del lgebra es la ecuacin. "Para
resolver un problema referente a nmeros o relaciones abstractas de
cantidades, basta con traducir dicho problema, del ingls u otra
lengua al idioma algebraico, escribi el gran Newton en su manual de
lgebra titulado Aritmtica Universal. Isaac Newton mostr con
ejemplos cmo deba efectuarse la traduccin. He aqu uno de ellos:

En la lengua verncula: En el idioma del lgebra: Un comerc iante
tena una determinada suma de dinero

x

El primer ao se gast 100 libras x -100

Aument el resto con un tercio de ste 3400x4

3)100x()100x( -=-+-

Al ao siguiente volvi a gastar 100 libras 3700x4100

3400x4 -=--

y aument la suma restante en un tercio de ella 9

800.2x169700x4

3700x4 -=-+-

El tercer ao gast de nuevo 100 libras 93700x16100

92800x16 -=--
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Despus de que hubo agregado su tercera parte 27

14800x6427

3700x1693700x16 -=-+-

el capital lleg al doble del inicial x22714800x64

=-

Para determinar cul es el capital inicial del comerciante no
queda ms que resolver la ltima ecuacin. La solucin de una ecuacin
es, con frecuencia, tarea fcil; en cambio, plantear la ecuacin a
base de los datos de un problema suele ser ms difcil. Hemos visto
que el arte de plantear ecuaciones consiste, efectivamente, en
traducir "la lengua vernculo a la algebraica". Pero el idioma del
lgebra es lacnico en extremo, por eso no todos los giros del idioma
materno son de fcil traduccin. Las traducciones pueden ser muy
distintas por el grado de su dificultad, como puede convencerse el
lector a la vista de los ejemplos de ecuacin de primer grado
expuestos. Volver 2. La vida de Diofanto Problema La historia ha
conservado pocos rasgos biogrficos de Diofanto, notable matemtico
de la antigedad. Todo lo que se conoce acerca de l ha sido tomado
de la dedicatoria que figura en su sepulcro, inscripcin compuesta
en forma de ejercicio matemtico. Reproducimos esta inscripcin:

En la lengua verncula En el idioma del lgebra: Caminante! Aqu
fueron sepultados los restos de Diofanto. Y los nmeros pueden
mostrar, oh, milagro!, cun larga fue su vida,

x

cuya sexta parte constituy su hermosa infancia.

x/6

Haba transcurrido adems una duodcima parte de su vida, cuando de
vello cubrise su barbilla

x/12

Y la sptima parte de su existencia transcurri en un matrimonio
estril.

x/7

Pas un quinquenio ms y le hizo dichoso el nacimiento de su
precioso primognito,

5

que entreg su cuerpo, su hermosa existencia, a la tierra, que
dur tan slo la mitad de la de su padre

x/2

Y con profunda pena descendi a la sepultura, habiendo
sobrevivido cuatro aos al deceso de su hijo

42

57126

+++++=xxxx

x

Dime cuntos aos haba vivido Diofanto cuando le lleg la muerte.
Solucin Al resolver la ecuacin y hallar el valor de la incgnita,
84, conocemos los siguientes datos biogrficos de Diofanto: se cas a
los 21 aos, fue padre a los 38, perdi a su hijo a los 80 y muri a
los 84. Volver 3. El caballo y el mulo
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Problema He aqu un antiguo ejercicio muy sencillo y fcil de
traducir al idioma de] lgebra. "Un caballo y un mulo caminaban
juntos llevando sobre sus lomos pesados sacos. Lamentbase el
jamelgo de su enojosa carga, a lo que el mulo le dijo: "De qu te
quejas? Si yo te tomara un saco, mi carga sera el doble que la
tuya. En cambio, si te doy un saco, tu carga se igualar a la ma".
Decidme, doctos matemticos, cuntos sacos llevaba el caballo, y
cuntos el mulo?". Solucin

Si yo te tomara un saco x-1 mi carga y + 1 sera el doble que la
tuya. y + 1 =2 (x-1) Y si te doy un saco, y-1 tu carga x + 1 se
igualar a la ma y - 1 = x + 1

Hemos planteado el problema mediante un sistema de ecuaciones
con dos incgnitas:

y + 1 = 2 * (x - 1) y - 1 = x + 1

2x y = 3 y x = 2

Una vez resuelto el sistema vemos que x = 5, y = 7. El caballo
llevaba 5 sacos, y el mulo, 7. Volver 4. Los cuatro hermanos
Problema Cuatro hermanos tienen 45 rublos. Si el dinero del primero
es aumentado en 2 rublos, el del segundo reducido en 2 rublos, se
duplica el del tercero y el del cuarto se reduce a la mitad, todos
los hermanos tendrn la misma cantidad de rublos. Cunto dinero tena
cada uno? Solucin Los cuatro hermanos tienen 45 rublos x + y + z +
t = 45 Si al dinero del primero se le agregan 2 rublos x + 2 al del
segundo se restan 2 rublos y - 2 el del tercero se duplica, 2z y el
del cuarto se divide por dos t/2 a todos los hermanos les quedar la
misma cantidad de rublos x+2=y-2=2z=t/2

La ltima ecuacin nos permite plantear tres ecuaciones
independientes:

x + 2 = y - 2, x + 2 = 2z x + 2 = t/2
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de donde

y = x + 4 z = (x + 2) / 2

t = 2x + 4. Colocando estos valores en la primera ecuacin,
tendremos:

x + x + 4 + (x + 2)/2 + 2x + 4 = 45 de donde x = 8. A
continuacin hallamos que y = 12, z = 5, t = 20. Por lo tanto, los
hermanos tenan: 8, 12, 5 y 20 rublos. Volver 5. Las aves de la
orilla Problema En las obras de un matemtico rabe del siglo XI
hallamos el siguiente problema: A ambas orillas de un ro crecen dos
palmeras, la una frente a la otra. La altura de una es de 30 codos,
y la de la otra, de 20. La distancia entre sus troncos, 50 codos.
En la copa de cada palmera hay un pjaro. De sbito los dos pjaros
descubren un pez que aparece en la superficie del agua, entre las
dos palmeras. Los pjaros se lanzaron y alcanzaron el pez al mismo
tiempo. A qu distancia del tronco de la palmera mayor apareci el
pez?

Figura 5

Solucin Mediante la figura 5 y aplicando el teorema de Pitgoras,
establecemos:

AB2 =302+x2, AC2=202+(50 - x)2. Pero AB = AC, por cuanto los
pjaros cubren esta distancia en un mismo tiempo. Por eso,

302 + x2 = 202 + (50 -x)2. Al quitar los parntesis simplificando
la frmula nos encontramos con una ecuacin de primer grado:
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100x = 2 000, de donde

x = 20. El pez apareci a 20 codos de la palmera que tena 30
codos de altura. Volver 6. El paseo Problema - Pase usted maana por
mi casa - dijo el viejo doctor a un conocido. - Muy agradecido.
Saldr maana a las tres. Quiz desee usted dar tambin un paseo. En
este caso salga a la misma hora y nos encontraremos a la mitad del
camino. - Usted olvida que soy ya viejo y ando tan slo tres
kilmetros por hora, en tanto que usted, jovenzuelo, cuando ms
despacio va, hace 4 kilmetros por hora. No sera ningn delito que me
concediera alguna ventaja. - Tiene razn - contest el joven -.
Comoquiera que yo recorro un kilmetro a la hora ms que usted, le
doy este kilmetro de ventaja, es decir, saldr de casa un cuarto de
hora antes le ser suficiente? - Es usted muy amable - aprob al
instante el anciano. El joven cumpli lo prometido y sali de su casa
a las tres menos cuarto, marchando a 4 kilmetros por hora. El
doctor sali a la calle a las tres en punto y anduvo a tres
kilmetros por hora. Cuando se encontraron, el anciano dio la
vuelta, yendo juntos a su domicilio. Tan slo cuando el joven regres
a su casa comp rendi que debido a la ventaja concedida tuvo que
caminar, no el doble, sino el cudruplo de lo que anduvo el doctor.
A qu distancia de la casa del doctor estaba la de su joven
conocido? Solucin Expresemos la distancia que separa las casas con
la x (km). El joven anduvo en total 2x, y el doctor, la cuarta
parte, es decir x/2 . Desde que sali de casa hasta que se
encontraron, el doctor recorri la mitad de cuanto anduvo en total,
es decir, x/4 , y el joven hizo el resto, es decir, 3x/4. El
anciano camin x/12 y el joven 3x/16 horas; adems, sabemos que ste
camin de hora ms que el doctor. Establezcamos la siguiente
ecuacin

41

12x

16x3 =-

de donde x=2,4 km. Entre las dos casas mediaba una distancia de
2,4 km. Volver 7. El artel de segadores En los recuerdos acerca de
L. Tolstoi, el conocido fsico A. Tsnguer refiere el siguiente
problema que agradaba en extremo al eminente escritor: Problema "Un
artel de segadores deba segar dos prados, uno tena doble superficie
que otro. Durante medio da trabaj todo el personal del artel en el
prado grande; despus de la comida, una mitad de la gente qued en el
prado grande; y la otra mitad trabaj en el pequeo. Durante esa
tarde fueron terminados los dos tajos, a excepcin de un reducido
sector del prado
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pequeo, cuya siega ocup el da siguiente completo a un solo
segador. Con cuntos segadores contaba el artel?". Solucin En este
ejercicio, adems de la incgnita fundamental - nmero de segadores -
que expresamos con la x, es conveniente introducir otra incgnita
complementaria: la superficie del sector segado por un trabajador
en un solo da, que expresamos con la y. Aunque el problema no exige
que se halle su valor, contribuye a encontrar la raz de la x.
Representemos la superficie del prado grande con x e y. Este prado
lo segaron durante medio da x trabajadores, que segaron *(x * y) =
x*y/2

Figura 6

Durante la segunda parte del da trabaj all la mitad del artel,
es decir, x/2 y segaron

x/2 * * y = x*y/4

Comoquiera que al final de la jornada haba sido segado todo el
prado, su rea ser:

x*y/2 + x*y/4 = 3*x*y/4

Expresamos ahora la superficie del prado menor mediante x e y.
Durante medio da se ocuparon en l x trabajadores y segaron una
superficie de

* x/2 * y = x*y/4

Agreguemos a esto el sector que qued sin segar, que es igual a y
(superficie segada por un trabajador en una jornada), y hallaremos
la superficie del prado menor:

x*y/4 + y = (x*y +4 *y )/4

No nos queda ms que traducir al idioma del lgebra la frase "el
primer prado tiene doble superficie que el segundo", y la ecuacin
quedar establecida como sigue:
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2y4xy

xy3

2

4y4xy

4xy3

=+

=+

Dividiendo por y el numerador y denominador del quebrado de la
segunda igualdad, se elimina la incgnita auxiliar, resultando la
siguiente ecuacin:

3x/(x+4) = 2, 3x = 2x + 8 de donde

x = 8. En el artel habla 8 segadores. Despus de haber sido
publicada la primera edicin del lgebra Recreativa, el profesor A.
Tsnguer me envi una informacin detallada y muy interesante,
relacionada con este problema. El efecto esencial del problema, a
su juicio, reside en que "no es algebraico en absoluto sino
aritmtico, y aunque es muy sencillo se tropieza conciertas
dificultades en su resolucin debido a que no es de tipo corriente '
". "La historia del presente problema es la siguiente - contina el
profesor A. Tsnguer -. En la facultad de matemticas de la
Universidad de Mosc, cuando estudiaban en ella mi padre e I.
Raievski, mi to, (amigo ntimo de L. Tolstoi), entre otras
disciplinas se enseaba algo semejante a la pedagoga. A este fin,
los estudiantes deban ir a una escuela pblica urbana, puesta a
disposicin de la universidad, y en colaboracin con expertos y
venerables maestros, hacan prcticas pedaggicas. Entre los compaeros
de estudios de Tsnguer y Raievski haba un tal Petrov, que, segn
cuentan, era persona muy inteligente y original en extremo. Este
Petrov (fallecido en su juventud, creo que de tisis) afirmaba que
en las clases de aritmtica embrutecan a los escolares con problemas
y mtodos estereotipados. Para poner de evidencia su punto de vista,
Petrov ingeniaba problemas que por salirse de las normas corrientes
embarazaban a los "expertos y venerables maestros", pero que los
alumnos ms lcidos, todava no embotados por el estudio rutinario,
resolvan con facilidad. Entre dichos problemas (Petrov discurri
varios) estaba el de los segadores. Los maestros con experiencia,
claro, podan resolverlo con facilidad mediante ecuaciones, pero no
daban con su sencilla resolucin aritmtica. Sin embargo, el problema
es tan fcil que para resolverlo en absoluto no merece la pena
servirse del lgebra. Si el prado mayor fue segado por todo el
personal del artel en medio da, y por la mitad de la gente en el
resto de la jornada, es natural que medio artel seg en medio da 1/3
del prado. Por consiguiente, en el prado menor quedaba sin
segar

1/2 - 1/3 = 1/6

Si un trabajador siega en un da 1/6 del prado, y si fue segado
6/6 + 2/6 = 8/6, esto quiere decir que haba 8 segadores. Tolsti,
aficionado de siempre a los problemas que se resuelven utilizando
algn subterfugio y ofrecen cierta dificultad, conoca desde la
juventud ste, de los segadores, gracias a mi padre. Cuando tuve
ocasin de hablar de dicho problema con Tolstoi, ya anciano, le
agradaba, sobre todo, el hecho de que el problema se hace ms
comprensible si, al resolverlo, se emplea este sencillo diagrama
(figura 7)". Ofrecemos a continuacin algunos problemas que, con
cierta imaginacin, son ms fciles de resolver por medio de la
aritmtica que valindose del lgebra.
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Volver 8. Las vacas en el prado Problema "Al estudiar las
ciencias, los ejercicios son ms tiles que las reglas",escriba
Newton en su Aritmtica Universal, y acompaaba las indicaciones
tericas con una serie de ejemplos. Entre ellos hallamos el de los
toros que pastan en el prado, que gener un tipo especfico de
problemas semejantes a ste: "La hierba crece en todo el prado con
igual rapidez y espesura. Se sabe que 70 vacas se la comeran en 24
das, y 30, en 60 das. Cuntas vacas se comeran toda la hierba en 96
das?". Este problema sirvi de argumento para un cuento humorstico,
que recuerda el Maestro particular de Chjov. Dos adultos,
familiares del escolar a quien haban encargado resolver este
problema, se esforzaban intilmente por hallar su solucin y se
asombraban: -Qu extrao es el resultado! - dijo uno -. Si en 24 das
70 vacas se comen la hierba, entonces, cuntas vacas se la comern en
96 das? Claro que 1/4 de 70, es decir, 17 1/2 vacas... Este es el
primer absurdo! El segundo todava ms extrao, es que si 30 vacas se
comen la hierba en 60 das, en 96 se la comern 18 3/4 vacas. Adems,
si 70 vacas se comen la hierba en 24 das, 30 vacas emplean en ello
56 das, y no 60, como afirma el problema. -Pero tiene usted en
cuenta que la hierba crece sin cesar? - pregunt otro. La observacin
era razonable; la hierba crece incesantemente, circunstancia que no
puede echarse en olvido, pues en ese caso no slo no puede
resolverse el problema, sino que sus mismas condiciones parecern
contradictorias. Cmo debe resolverse pues, el problema? Solucin
Introduzcamos tambin aqu una segunda incgnita, que representar el
crecimiento diario de la hierba, expresado en partes de las
reservas de la misma en el prado. En una jornada hay un crecimiento
de y; en 24 das ser 24y. Si tomamos todo el pasto como 1, entonces,
en 24 das las vacas se comern

1 + 24y.

En una jornada las 70 vacas comern

(1 + 24 y) / 24

y una vaca (de las 70) comer

(1+ 24 y) / (24*70)

Siguiendo el mismo razonamiento: si 30 vacas acaban con toda la
hierba del prado en 60 das, una vaca comer en un da

1+ 60y / (30*60)

Pero la cantidad de hierba comida por una vaca en un solo da es
igual para los dos rebaos. Por eso

(1+ 24y) / (24*70) = (1+ 60y) /(30*60) de donde

y =1 / 480
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Cuando se halla y (medida de crecimiento) es ya fcil determinar
qu parte de la reserva inicial se come una vaca al da

(1 + 24y) / (24*70) = (1 + 24/480) / (24*70) = 1 / 1600 Por
ltimo establecemos la ecuacin para la solucin definitiva del
problema: si el nmero de vacas es x, entonces,

{1 + (96 / 480)} / 96x = 1600 de donde x = 20 20 vacas se
comeran toda la hierba en 96 das. Volver 9. El problema de Newton
Examinemos ahora un problema del mismo tipo que el anterior: el
problema de Newton acerca de los toros. Problema El problema, en
realidad, no fue ideado por Newton, sino que es de origen popular.
"Tres prados cubiertos de hierba de una misma espesura y con el
mismo grado de crecimiento, tienen un rea de 3 1/3 Ha, 10 Ha y 24
Ha. La hierba del primero es comida por 12 toros durante 4 semanas;
la del segundo, por 21 toros durante 9 semanas. Cuntos toros comern
la hierba del tercero durante 18 semanas?" Solucin Introducimos la
incgnita auxiliar y, que significa la parte de la reserva inicial
de hierba que crece en 1 Ha durante una semana. En el primer prado
crece durante la primera semana una cantidad de hierba iguala 3
1/3y; durante 4 semanas, 3 1/3y*4= (40/3)y de la reserva de hierba
que haba inicialmente en 1 Ha. Esto equivale a un crecimiento del
rea inicial del prado igual a:

3 1/3 +(40/3)y hectreas. En otras palabras: los toros comen
tanta hierba como se precisa para cubrir un prado de {3 1/3
+(40/3)y} hectreas. En una semana 12 toros se comen un cuarto de
esta cantidad, y un toro come en una semana 1/48, es decir, la
reserva de hierba que hay en un rea de

{3 1/3 +(40/3)y} / 48 = (10 + 40y) / 144 hectreas. De esa misma
manera, con los datos del segundo prado, hallamos el rea de ste que
alimenta a un solo toro durante una semana:

crecimiento de la hierba en 1 Ha durante 1 semana = y
crecimiento de la hierba en 1 Ha durante 9 semanas = 9y crecimiento
de la hierba en 10 Ha durante 9 semanas = 90y

La superficie del sector que contiene hierba suficiente para
alimentar 21 toros durante 9 semanas es igual a

10 + 90y.
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El rea necesaria para mantener un toro durante una semana
ser:

(10 + 90y)/ 9*21 = (10+90y)/189 hectreas. Ambas normas de
alimentacin deben ser idnticas:

(10+40y)/144 = (10+90y)/189

Al despejar la incgnita encontramos que y = 1/12. Veamos ahora
cul debe ser el rea del prado con hierba suficiente para mantener
un toro durante una semana:

(10+40y)/144 = (10+40/12)/144 = 5/54 hectreas. Ocupmonos, por
ltimo, de la pregunta del problema. Si representamos el nmero
desconocido de toros con la x, tendremos:

{24+(24*18/12)}/18x = 5/54 de donde x = 36. El tercer prado
puede mantener 36 toros durante 18 semanas. Volver 10. El cambio de
las manecillas del reloj Problema A. Moshkovski, bigrafo y amigo
del famoso fsico Albert Einstein, en su deseo de distraer a ste
durante su enfermedad, le propuso resolver el problema siguiente
(figura 8): "Tomemos un reloj - dijo Moshkovski - que tenga las
saetas en las 12. Si en esta posicin el minutero y el horario
cambiaran de funcin, la hora marcada sera la misma; pero a otras
horas, por ejemplo, a las 6 esa permuta de las saetas dara lugar a
un absurdo, a una situacin que, en un reloj que marchara
normalmente no podra producirse; el minutero no puede hallarse en
las 6 cuando el horario se encuentra en las 12. De aqu surge la
siguiente pregunta: Cundo y cada cunto tiempo ocupan las manecillas
de un reloj tal posicin en la cual al cambiar stas de funcin entre
s se producen nuevas situaciones posibles en un reloj normal? - S,
contest Einstein, este problema es muy apropiado para un hombre
obligado por su enfermedad a permanecer postrado en el lecho:
despierta bastante inters y no es muy fcil. Me temo, sin embargo,
que la distraccin dure poco tiempo: he dado ya con la forma de
resolverlo. Se incorpor en el lecho y con unos cuantos trazos dibuj
en un papel un esquema que reflejaba reflejaba las condiciones del
problema. Einstein no necesit para resolverlo ms tiempo que el que
he empleado yo en formularlo..." Cmo se resuelve? Solucin Midamos
la distancia que recorren las manecillas, valindonos de 60
divisiones de la esfera, a partir de las 12. Supongamos que en una
de las posiciones buscadas, el horario se encuentra a x fracciones
a partir del nmero 12, y el minutero, a y divisiones.
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Figura 8

Como las 60 fracciones son recorridas por el horario en 12
horas, es decir, a 5 divisiones por hora, entonces, x partes de la
esfera sern recorridas por el horario en x/5 horas. Dicho con otras
palabras, habrn pasado x/5 horas desde que el reloj dio las 12. El
minutero recorre y fracciones en y minutos, es decir, en y/60
horas. Expresado de otro modo: el minutero ha pasado la cifra 12
hace y/60 o al cabo de

x/5 y/60

horas despus de que ambas saetas se encontraban en las doce.
Este nmero es entero (desde el cero al 11), ya que muestra cuntas
horas completas han pasado desde las doce. Al cambiar las
manecillas defuncin encontraremos por analoga que a partir de las
doce habrn pasado

y/5 x/60 horas completas. Este nmero tambin es entero (desde el
cero hasta el 11). Planteamos el siguiente sistema de
ecuaciones:

=-

=-

n60x

5y

m60y

5x

donde m y n son nmeros enteros comprendidos entre el 0 y el 11.
En este sistema despejaremos las incgnitas:

x = {60*(12 m + n)}/143

y = {60*(12 n + m)/143 Asignando a m y n un valor comprendido
entre 0 y 11 determinaremos todas las posiciones requeridas de las
saetas. Como cada uno de los 12 valores que tiene m, puede ser
confrontado con cada uno de los 12 de n, quizs parezca que el nmero
de soluciones posibles puede ser 12. 12=144; pero en realidad es
igual a 143, porque cuando m = 0, n = 0, y si m = 11, n = 11, las
manecilla ocupan la misma posicin. Cuando

m = 11, n =11
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tenemos:

x = 60, y = 60, es decir, las manecillas estn en las 12, como en
el caso de m = 0, n = 0. No nos detendremos a examinar todas las
posiciones posibles; ocupmonos de dos casos: Primer caso: m = 1, n
= 1;

x = 60*13/143 = 5 5/11 es decir, seala 1 hora 5/11 minutos; en
este momento las manecillas estr en el mismo sitio por lo que
pueden cambiar de funcin (como siempre que coincidan). Segundo
caso: m = 8, n = 5;

x = {60*(5+12*8)}/143 42.38 y = {90*(8+12*5)}/143 28.53 Los
momentos respectivos sern: las 8 horas y 28,53 minutos y las 5
horas 42,38 minutos. El nmero de soluciones, como se indic ya, es
de 143. Para llegar a los puntos de la esfera donde se encuentran
las posiciones requeridas de las saetas, hay que dividir la
circunferencia de la esfera en 143 partes iguales, obteniendo 143
puntos que son los que buscamos. En los espacios intermedios no hay
otras posiciones semejantes de las manecillas. Volver 11.
Coincidencia de las saetas Problema En cuntas posiciones pueden
coincidir el horario y el minutero de un reloj que marche
normalmente? Solucin Podemos valernos de las ecuaciones del
problema anterior, ya que si las dos manecillas coinciden, pueden
cambiar entre s de funcin sin que se produzca alteracin alguna. En
este caso, ambas saetas habrn recorrido el mismo nmero de
divisiones, a partir del nmero 12; es decir, x = y. Por esta causa,
los razonamientos del problema precedente nos brindan la siguiente
expresin:

x/5 - x/60 = m donde m es un entero comprendido entre 0 y 11.
Aqu podemos despejar la incgnita:

x = 60*m/11 De los doce valores de m (del 0 al 11) obtenemos en
lugar de 12, slo 11 posiciones diversas de las manecillas, toda vez
que siendo m = 11 vemos que x = 60; es decir, ambas saetas han
recorrido 60 divisiones y se hallan en la cifra 12; esto mismo
sucede cuando m = 0. Volver 12. El arte de adivinar nmeros
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Cada uno de Uds se encontraba indudablemente con
"prestidigitadores" que pueden adivinar nmeros. Como regla un
prestidigitador propone realizar operaciones del siguiente carcter:
pensar un nmero cualquiera, adicionar 2, multiplicar el resultado
por 3, restar 5, restar el nmero pensado etc., en total cinco o una
decena de operaciones. Luego el prestidigitador pide que le
comuniquen el resultado y, al obtener la respuesta, en seguida
comunica el nmero pensado. Claro est que el secreto de la
"prestidigitacin" es muy fcil y se basa en las mismas ecuaciones.
Supongamos que el prestidigitador le haya propuesto a Ud. realizar
un programa de operaciones indicado en la columna izquierda de la
tabla siguiente:

piense un nmero adicione 2 el resultado multiplquelo por 3 reste
7 reste el nmero pensado multiplique por 2 reste 1

x x + 2 3x + 6 3x - 1 2x + 1 4x + 2 4x + 1

Luego el prestidigitador pide que le comuniquen el resultado
final y-, al obtenerlo, dice al instante el nmero pensado. Cmo lo
hace? Para comprender esto, hay que mirar la columna derecha de la
tabla, donde las indicaciones del prestidigitador estn traducidas
al idioma del lgebra. Mirando esta columna se puede comprender, que
si Ud. ha pensado cualquier nmero x, entonces realizadas todas las
operaciones se obtendr 4x- 1. Conociendo este resultado no es
difcil "adivinar" el nmero. Supongamos, por ejemplo, que Ud. haya
dicho al prestidigitador que el resultado es 33. Entonces el
prestidigitador resuelve mentalmente muy rpido la ecuacin 4x 1 = 33
y obtiene la respuesta: x = 8. Es decir, hace falta restar 1 del
resultado final (33-1 -= 32) y luego el nmero obtenido se divide
entre 4 (32 : 4 = 8), El resultado de esta divisin es el nmero
pensado (8). Si el resultado final es 25, entonces el
prestidigitador hace mentalmente las siguientes operaciones 25 1 =
24, 24 / 4 = 6 y le comunica que Ud. ha pensado el nmero 6. Como se
ve todo es muy fcil. El prestidigitador sabe de antemano qu hace
falta hacer con el resultado para obtener el nmero pensado. Despus
de comprender esto Ud. puede asombrar y desconcertar an ms a sus
amigos proponindoles a ellos mismos escoger segn su propio parecer,
el carcter de operaciones sobre un nmero pensado. Ud. propone a su
amigo pensar un nmero y realizar en cualquier orden operaciones del
carcter siguiente: sumar o restar un nmero conocido (por ejemplo:
sumar 2, restar 5, etc.), multiplicar1 por un nmero conocido (por
2, por 3, etc.), sumar o restar el nmero pensado. Su amigo, para
embrollarle, va a amontonar una serie de operaciones. Por ejemplo,
l ha pensado el nmero 5 (el nmero pensado no se le comunica a Ud.)
y realizando operaciones le dice: - he pensado un nmero, lo he
multiplicado por 2, al resultado he sumado 3, luego he sumado el
nmero pensado, al resultado he sumado 1, todo lo he multiplicado
por 2, he restado el nmero pensado, luego he restado 3, una vez ms
he restado el nmero pensado, he restado 2. Por fin, el resultado lo
he multiplicado por 2 y he sumado 3. Al decidir que l le ha
embrollado por completo l comunica a Ud. con el aspecto triunfante:
- el resultado final es 49.

1 Mejor que no le permita dividir, pues la divisin complica
mucho la prestidigitacin.
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Para su asombro Ud. le comunica inmediatamente que l ha pensado
el nmero 5. Cmo lo hace Ud? Ahora todo eso es bastante claro.
Cuando su amigo le comunica las operaciones que l est realizando
con el nmero pensado, Ud. a la vez acta mentalmente con la incgnita
x. El le dice: "He pensado un nmero...", Ud. repite mentalmente:
"entonces tenemos x". El dice: "...lo he multiplicado por 2..." (l
de veras realiza la multiplicacin de nmeros), Ud. prosigue
mentalmente; "...ahora tenemos 2x". El dice: "...al resultado he
sumado 3...", Ud. le sigue inmediatamente: 2x+3 etc. Cuando l le
"ha embrollado" completamente y ha realizado todas las operaciones
mencionadas arriba, Ud. ha llegado al resultado indicado en la
tabla siguiente (en la columna izquierda est escrito todo lo dicho
en voz alta por su amigo y en la derecha - las operaciones que Ud.
ha hecho mentalmente):

He pensado un nmero lo he multiplicado por 2 al resultado he
sumado 3 luego he sumado el nmero pensado ahora he sumado 1 el
resultado lo he multiplicado por 2 he restado el nmero pensado he
restado 3 ms he restado el nmero pensado he restado 2 por fin, el
resultado lo he multiplicado por 2 y he sumado 3

x 2x 2x + 3 3x + 3 3x + 4 6x + 8 5x + 8 5x + 5 4x + 5 4x + 3 8x
+ 6 8x + 9

Ud. ha pensado por ltimo: el resultado final es 8x+9. Ahora l
dice: "El resultado final es 49". Ud. tiene ya la ecuacin hecha:
8x+9=49. Resolverla es una futilidad y Ud. le comunica en el acto
que l ha pensado el nmero 5. Esta prestidigitacin es
particularmente impresionante porque las operaciones que hace falta
realizar con el nmero pensado no las propone Ud., sino su amigo las
"inventa". Sin embargo, hay un caso cuando la prestidigitacin no
tiene xito. Si Ud. despus de realizar (contando mentalmente) una
serie de operaciones ha obtenido, por ejemplo, x + 14, y su amigo
dice luego: "...ahora he restado el nmero pensado y el resultado
final es 14". Ud. le sigue (x + 14)-x = 14, de verdad resulta 14,
pero no hay ninguna ecuacin y por eso Ud. no puede adivinar el
nmero pensado. Qu es necesario hacer en este caso? Obre as: tan
pronto Ud. tenga el resultado que no contiene la incgnita x,
interrumpa a su amigo, dicindole: "Pare! Ahora puedo sin preguntar
nada comunicarte el resultado que tienes. Es 14". Esto de veras va
a desconcertar a su amigo, pues l no le ha dicho completamente
nada. A pesar de que Ud. no supo adivinar el nmero pensado, la
prestidigitacin ha resultado esplndida. He aqu un ejemplo ms (como
antes en la columna izquierda se encuentra lo dicho por su
amigo):

He pensado un nmero a este nmero he sumado 2 el resultado lo he
multiplicado por 2 ahora he sumado 3 he restado el nmero pensado he
sumado 5 luego he restado el nmero pensado

x x + 2 2x + 4 2x + 7 x + 7 x + 12 12

En el momento cuando el resultado ha sido 12, es decir, es una
frmula que no tiene ms la incgnita x, Ud. interrumpe al amigo
comunicndole que ahora el resultado es 12.
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Despus de practicar un poco Ud. podr fcilmente mostrar a sus
amigos semejantes "prestidigitaciones". Volver 13. Un supuesto
absurdo Problema He aqu un problema que puede parecer incongruente:
Cul es la equivalencia de 84 si 8*8=54? Esta inslita pregunta est
muy lejos de carecer de sentido, y puede ser resuelta mediante
ecuaciones. Pruebe a descifrarla. Solucin Probablemente habrn
comprendido que los datos del problema no pertenecen al sistema
decimal, pues en caso contrario, la pregunta "Cul es la
equivalencia de 84?" sera un absurdo. Supongamos que la base del
sistema desconocido de numeracin es x. El nmero "84" equivale
entonces a 8 unidades de segundo orden y 4 unidades del primero, es
decir

84" = 8x + 4. El nmero "54" equivale a 5x+4. Tenemos, por lo
tanto, la ecuacin

8*8 = 5x+4, es decir, en el sistema de numeracin decimal
sera

64 = 5x + 4, de donde

x = 12. Este nmero est expresado en el sistema de base 12, y
"84"=8*12+4=100. Por lo tanto, si

8*8="54" "84" ser igual a 100. De esta misma manera se resuelve
otro de los problemas de este tipo: Cul es el equivalente de 100,
si 5*6=33? Respuesta: 81 (sistema de base 9). Volver 14. La ecuacin
piensa por nosotros Si no cree que las ecuaciones son a veces ms
previsoras que nosotros mismos resuelva este problema: El padre
tiene 32 aos; el hijo, 5. Al cabo de cuntos aos ser la edad del
padre diez veces mayor que la del hijo? Expresemos el tiempo
buscado con x. Al cabo de x aos el padre tendr 32+x aos; y el hijo,
5+x aos. Y como el padre debe tener 10 veces ms aos que el hijo, se
establece la ecuacin

32+ x =10*(5 + x). Al resolverla hallamos que x = -2. "Al cabo
de menos 2 aos" significa "hace dos aos". Al plantear la ecuacin no
pensbamos que en el futuro la edad del padre no sera nunca 10 veces
superior a la del hijo; esa
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correlacin pudo tener lugar slo en el pasado. La ecuacin ha sido
ms reflexiva que nosotros, y nos ha recordado nuestro descuido.
Volver 15. Curiosidades y sorpresas Hay ocasiones en las que al
resolver las ecuaciones tropezamos con soluciones que pueden
desconcertar a un matemtico poco ducho. Veamos algunos ejemplos: I.
Hallar un nmero de dos cifras que tenga las siguientes propiedades:
La cifra de las decenas debe ser 4 unidades inferior a la cifra de
las unidades. Si ese mismo nmero se escribe invirtiendo el lugar de
sus cifras y se le sustrae el nmero buscado, se obtiene 27.
Expresando el guarismo de las decenas con la x, y el de las
unidades con la y, formaremos fcilmente el siguiente sistema de
ecuaciones para este problema:

x = y - 4 (10y + x)- (10x + y)

Si el valor que tiene x en la primera ecuacin se coloca en la
segunda, resultar que

10y + y 4(10(y-4) + y) = 27 al operar tendremos que

36 = 27. No se ha hallado el valor de las incgnitas, pero se ha
visto que 36 = 27... qu quiere decir esto? Esto significa que no
existe ningn nmero compuesto de dos cifras que responda a las
condiciones del problema, y que las ecuaciones planteadas se
contradicen mutuamente. En efecto, multipliquemos ambos miembros de
la primera igualdad por 9 y tendremos: 9y-9x-= 36, y de la segunda
ecuacin (despus de abrir los parntesis y reducir los trminos
semejantes) resulta:

9y - 9x = 27. Segn la primera ecuacin 9y-9x es igual a 36 y de
acuerdo con la segunda equivale a 27. Esto es a todas luces
imposible, por cuanto 36 27. Una confusin anloga espera a quien
resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:

x2 * y2 = 8, x * y = 4.

Al dividir la primera ecuacin por la segunda obtendremos:

x * y = 2 y si confrontamos la ecuacin obtenida con la segunda
del sistema veremos que

x*y = 4, x*y = 2, es decir, que 4=2. No hay cifras que
satisfagan las condiciones de este sistema. (Sistemas de
ecuaciones, semejantes a los que acabamos de examinar que no pueden
ser resueltos, se llaman no combinados.)
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II. Si cambiamos un tanto las condiciones del problema anterio r
recibiremos otra sorpresa. Supongamos que la cifra de las decenas
es menor en 3 unidades que la cifra de las unidades. Las dems
condiciones del problema permanecen invariables Cul ser este nmero?
Planteemos la ecuacin. Si expresamos la cifra de las decenas con la
x, la de las unidades ser x+3. Traduzcamos el problema al idioma
del lgebra:

10*(x+3)+x-[10x +(x+3)]= 27.

Al reducir se obtiene 27 = 27. Esta igualdad es incuestionable,
pero nada nos dice de la raz de x Significa esto que no existe
ningn valor que responda a las condiciones del problema? Por el
contrario. Esto se debe a que la igualdad dada es una identidad, es
decir, que es cierta cualquiera que sea la magnitud de la incgnita
x. En efecto, las condiciones del problema son vlidas para todo
nmero compuesto de dos cifras siempre que el guarismo de las
unidades sea mayor en 3 unidades que el de las decenas:

14+27=41, 47+27=74, 25+27=52, 58+27=85, 36+27=63, 69+27=96. III.
Hallar un nmero de tres cifras que responda a las siguientes
condiciones: 1. La cifra de las decenas sea 7; 2. La cifra de las
centenas sea inferior en 4 unidades a la cifra de las unidades; 3.
Si las cifras del mismo se colocan en orden inverso, el nuevo nmero
ser 396 unidades mayor que el buscado. Formemos la ecuacin
sustituyendo la cifra de las unidades con la x:

100x + 70 + x -4-[100(x- 4) + 70 + x] = 396. Despus de reducida
esta ecuacin se llega a la igualdad 396 = 396. Los lectores conocen
ya cmo hay que interpretar los resultados de este tipo. Esto
significa que un nmero de tres cifras, en el que la primera es
menor que la tercera2 en 4 unidades, aumenta en 396 si se le coloca
en orden inverso. Hasta ahora hemos examinado problemas que tienen
un carcter ms o menos artificioso y terico; su misin consiste en
contribuir a que se adquiera hbito en el planteamiento y la solucin
de ecuaciones. Ahora, pertrechados tericamente, ofreceremos algunos
ejemplos relacionados con la produccin, la vida cotidiana, y la
actividad militar y deportiva. Volver 16. En la peluquera Problema
Puede el lgebra tener alguna aplicacin en la peluquera? Resulta que
puede darse esa circunstancia. Me convenc de ello en cierta ocasin,
cuando encontrndome en un establecimiento de esa clase, se dirigi a
m un oficial con una inesperada peticin: - No podr resolvernos
usted un problema que no sabemos cmo hacerlo? - No se imagina cunta
agua oxigenada hemos echado a perder por esa causa! - agreg otro. -
De qu se trata? - pregunt. - Tenemos dos soluciones de agua
oxigenada: al 30% una, y al 3% ]a otra. Debemos mezclarlas de tal
forma que obtengamos una solucin al 12%. Pero no podemos hallar las
proporciones correspondientes... Me dieron un papel y encontr la
proporcin que buscaban. Result ser un problema muy fcil.

2 La cifra de las decenas no juega ningn papel
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Solucin El problema puede ser resuelto tambin por va aritmtica,
pero mediante el lgebra se obtiene el resultado con ms sencillez y
prontitud. Supongamos que para formar la mezcla al 12% hay que
tomar x gramos de solucin al 3% e y gramos al 30% . Siendo as, la
primera porcin contendr 0,03 x gramos de agua oxigenada pura y, la
segunda, 0,3 y; en total habr

0,03x + 0,3y Con esto resultar (x + y) gramos de solucin, en la
que el agua o
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