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CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL IV - Reforço Suplementar -
 - Curso de Engenharia de Computação -
 1
 SUPERFÍCIES : CILÍNDRICAS , ESFÉRICAS E QUÁDRICAS
 Q(x,y,z)
 1. Problema 2 – página 836 , JS : a) Esboçar o gráfico de y = ex como uma curva em ℝ² . b) Esboçar o gráfico de y = ex como uma superfície cilíndrica em ℝ³ . c) Descrever e esboçar a superfície cilíndrica z = e y . Resolução : a) b) c)
 1. Cilindros e superfícies de revolução . Entendemos como superfície de revolução aquela obtida pela rotação de uma dada curva C em tor-
 no de um eixo fixo, denominado eixo de rotação . Portanto, uma superfície cônica de revolução é aquela gerada pela rota-
 ção parcial de duas retas concorrentes em torno de uma das bissetrizes ; uma superfície esférica é obtida pela rotação com-
 pleta de um semicírculo em torno do diâmetro. Cumpre ressaltar que o eixo de rotação não deve ter, necessariamente, pontos
 comuns com a curva C : uma superfície cilíndrica de revolução, por exemplo, não intercepta seu eixo de rotação .
 eixo de rotação
 superfície cônica
 de revolução
 geratriz
 eixo de rotação
 X
 Y
 Z
 r
 x² + y² = r² : superfície cilíndrica de revolução
 X
 Y
 Z
 r
 y² + z² = r² : superfície cilíndrica de revolução
 Superfícies cilíndricas . Uma superfície cilíndrica é aquela constituída por todas as retas paralelas (geratrizes) a
 uma reta dada e que passam por uma curva plana (diretriz) também conhecida .
 - A curva plana C denomina-se traço da superfície cilíndrica no plano considerado .
 C : y = f(x)
 curva plana dada
 (diretriz)
 X
 Y
 Z
 O retas paralelas (geratrizes) y = f(x) :
 superfície
 cilíndrica em ℝ³ P(x,y,0)
 Curva plana C : diretriz (situada no plano XOY)
 Reta PQ : geratriz (paralela ao eixo OZ)
 Equação da superfície cilíndrica em ℝ³ : y = f(x)
 Mutatis mutandis, se variarmos as posições dos eixos :
 Curva plana C : diretriz (situada no plano XOZ)
 Reta PQ : geratriz (paralela ao eixo OY)
 Equação da superfície cilíndrica em ℝ³ : z = g(x)
 Curva plana C : diretriz (situada no plano YOZ)
 Reta PQ : geratriz (paralela ao eixo OX)
 Equação da superfície cilíndrica em ℝ³ : z = h(y)
 (0, 1, 0) (0, 1, 0)
 curva exponencial no plano XOY : y = f(x) = ex
 superfície cilíndrica exponencial em ℝ³ : y = f(x, z) = e x diretriz (ou traço) : y = f(x) = e x
 geratrizes : retas paralelas ao eixo OZ
 superfície cilíndrica exponencial em ℝ³ : z = f(x, y) = e y diretriz (ou traço) : z = f(y) = e y geratrizes : retas paralelas ao eixo OX
 - É fácil verificar que os gráficos b e c representam a mesma superfície cilíndrica, variando-se apenas as posições dos eixos no sistema referencial . Se mantivéssemos o sistema original, a posição da superfície seria alterada .
 geratriz
 geratriz
 Analogamente, podemos tratar : x = (y) , x = (z) e y = (z) .
 > plot3d ( exp(x),
 x = -3..3, z = -5..5 ) ; > plot3d ( exp(y),
 x = -5..5, y = -3..3 ) ;
 > plot ( exp(x),
 x = -3..3 ) ;
 Neste curso de Cálculo II estaremos umbilicalmente apegados ao sistema algébrico computacional Maple, explorando seus inesgotáveis recursos nas abordagens algébricas e geométricas . Como primeiro ensaio, analisare- mos alguns casos clássicos de superfícies, no espaço tridimensional, para melhor compreensão das lições subsequentes :
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 cilindro parabólico
 2. Problemas 3 a 8 – página 836 , JS : Descrever e esboçar os gráficos das superfícies
 3) y² + 4z² = 4 4) z = 4 – x² 6) y z = 4 7) z = cos x 8) x² - y² = 1
 Resoluções :
 2 22 2 y z
 3 ) y 4z 4 14 1
 : elipse de semieixos a = ± 2
 e b = ± 1
 - traço no plano YOZ : (diretriz)
 - geratrizes paralelas ao eixo OX
 cilindro elíptico
 24 ) z 4 x : parábola de vértice no eixo OZ,
 concavidade para baixo
 - traço no plano XOZ: (diretriz)
 - geratrizes paralelas ao eixo OY
 X
 0
 Z
 Y
 46 ) y z 4 z
 y : hipérbole equilátera com assíntotas OY e OZ
 - diretrizes (traços) no plano YOZ :
 - geratrizes paralelas ao eixo OX
 cilindro hiperbólico
 7 ) z cos x : cossenoide
 - diretriz (traço) no plano XOZ :
 - geratrizes paralelas ao eixo OY
 2 28 ) x y 1 : hipérbole equilátera com os eixos transverso e
 não transverso em OX e OY, respectivamente
 - diretrizes (traços) no plano XOY :
 - geratrizes paralelas ao eixo OZ
 superfície cilíndrica hiperbólica
 superfície cilíndrica senoidal
 2 2y z1
 4 1
 2z x 4
 4z
 y
 Analogamente, se considerarmos , tal equação
 representará a mesma superfície cilíndrica, porém com
 a orientação dos eixos cartesianos modificada .
 4y
 z
 z cos x
 2 2x y 1
 > plot3d ( 4-x^2, x = -3..3, y = -3..3, axes = framed ) ;
 > with (plots): implicitplot3d
 ( y^2+4*z^2 = 4, x = -10..10, y = -2..2, z = -1..1 );
 plot3d ( 4/y, x = -5..5, y= -3..3 ) ;
 > plot3d ( cos(x), x = -3*Pi..3*Pi, y = -3..3,
 style = patch and contour, axes = framed ) ;
 > with (plots): implicitplot3d ( x^2-y^2 = 1,
 x = -3..3, y =- 4..4, z = -5..5 ) ;
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 2. Superfícies quádricas .
 Conceituamos uma superfície quádrica como um conjunto de pontos de ℝ ³ cujos ternos coordena-
 dos (x, y, z) satisfazem a equação do 2°. grau, com três variáveis, da forma
 onde A, B, C, D, ... , J são coeficientes numéricos dados . Mediante as operações de rotação e/ou translação, tal equação
 pode ser escrita numa das formas
 configurando a equação reduzida de uma superfície quádrica .
 Basicamente, o estudo das quádricas constitui uma extensão tridimensional do estudo analítico das
 cônicas , em ℝ² , bastando lembrar que naquela ocasião partimos da equação do 2°. grau, com duas variáveis,
 extraindo desta as equações das curvas resultantes das interseções de um plano com uma superfície cônica de revolução :
 círculo, elipse, hipérbole, parábola, retas concorrentes, ponto etc .
 Usualmente, classificamos as superfícies quádricas de acordo com o esquema que segue :
 2 2 2Ax By Cz Dxy Exz Fyz Gx Hy Iz J 0 ,
 2 2 2 2 2
 2 2
 2 2
 Ax By Cz J 0 ou Ax By Iz 0
 ou Ax Cz Hy 0
 ou By Cz Gx 0 ,
 2 2Ax By Cxy Dx Ey F 0 ,
 Elipsoides
 Elipsoide (propriamente)
 Esfera (caso particular)
 Ponto (caso trivial)
 Hiperboloides Hiperboloide de uma folha
 Hiperboloide de duas folhas
 Paraboloides Paraboloide elíptico
 Paraboloide de revolução
 Paraboloide hiperbólico
 Superfícies quádricas
 Cones Cone elíptico
 Cone de revolução
 Para dirimir as possíveis dúvidas suscitadas pelo estudo teórico desse assunto e, sobretudo, evitar
 as costumeiras confusões motivadas pela aparente semelhança das equações dessas superfícies, analisaremos separadamente
 cada um dos casos, buscando enfatizar o cunho algébrico-geométrico característico de cada entidade estudada :
 Elipsoide
 Equação :
 2 2 2
 2 2 2
 x y z1
 a b c
 - Tal equação é uma extensão da equação da elipse para o
 espaço tridimensional, com o centro geométrico na origem.
 - Todos os traços (seções planas perpendiculares aos eixos)
 configuram elipses .
 -
 Neste caso, se a = 0, o lugar geométrico se reduz ao centro.
 2 2 2 2a b c x y z a : superfície esférica
 de raio a e centro na origem .
 Hiperboloide
 de uma folha
 Gráfico Equação :
 2 2 2
 2 2 2
 x y z1
 a b c
 - Tal equação é uma extensão da equação da hipérbole para
 o espaço tridimensional .
 - Traços horizontais → elipses .
 - Traços verticais → hipérboles .
 - a = b (traços horizontais circulares) → hiperboloide de
 revolução .
 - A variável cujo coeficiente é negativo assinala o eixo de
 simetria da superfície .
 Gráfico
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 Equação :
 Hiperboloide
 de duas folhas
 Gráfico Equação :
 2 2 2
 2 2 2
 x y z1
 a b c
 - Tal equação é uma extensão da equação da hipérbole para
 o espaço tridimensional .
 - Traços horizontais → elipses, se z = k > c ou z = k < - c .
 - Traços verticais → hipérboles .
 - a = b (traços horizontais circulares) → hiperboloide de
 revolução .
 - A variável cujo coeficiente é positivo assinala o eixo que
 intercepta as duas folhas .
 Paraboloide elíptico
 Gráfico Equação :
 2 2
 2 2
 z x y
 c a b
 - Tal equação é uma extensão da equação da parábola para
 o espaço tridimensional .
 - Traços horizontais → elipses .
 - Traços verticais → parábolas .
 - a = b (traços horizontais circulares) → paraboloide de
 revolução .
 - A variável do 1°. grau indica o eixo do paraboloide .
 Paraboloide
 hiperbólico
 ( sela )
 Gráfico 2 2
 2 2
 z x yc 0 :
 c a b
 - Tal equação associa as equações da parábola e da hipérbole
 no espaço bidimensional .
 - Traços horizontais → hipérboles .
 - Traços verticais → parábolas .
 - A variável do 1°. grau indica o eixo que intercepta a su-
 perfície . Os dois outros eixos lhe são tangentes .
 Cone elíptico
 Gráfico Equação :
 2 2 2
 2 2 2
 z x y
 c a b
 - Tal equação associa as equações da parábola e da hipérbole
 no espaço bidimensional .
 - Traços horizontais nos planos z = k 0 → elipses .
 No plano z = 0 , o traço horizontal é um ponto .
 - Traços verticais nos planos x = k 0 ou y = k 0 →
 hipérboles . Nos planos x = 0 ou y = 0, os traços verti-
 cais são duas retas concorrentes .
 - a = b (traços horizontais circulares) → cone de revolução
 ver pág. 835
 Elipsoide :
 22 2x
 y z 14
 Elipsoide : curvas de nível
 > with (plots) : implicitplot3d (x^2/4+y^2+z^2 = 1,
 x = -2..2, y = -1..1, z = -1..1, numpoints=10000) ;
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 Hiperboloide de uma folha : 2
 2 2xy z 1
 4
 Hiperboloide de uma folha :
 curvas de nível
 Hiperboloide de duas folhas : 2
 2 2xy z 1
 4
 Hiperboloide de duas folhas :
 curvas de nível
 > with(plots): implicitplot3d (x^2/4+y^2-z^2 = 1,
 x = -4..4, y = -2..2, z = -1.5..1.5) ;
 > with(plots): implicitplot3d (x^2/4+y^2-z^2 = -1,
 x = -8..8, y = -4..4, z = -4..4, numpoints=5000) ;
 Cone elíptico :
 Paraboloide elíptico :
 22x
 y z 04
 Paraboloide elíptico :
 curvas de nível
 Cone elíptico : curvas de nível
 > with(plots): implicitplot3d (x^2/4+y^2-z^2 = 0,
 x = -4..4, y = -2..2, z = -2..2, numpoints=10000) ;
 > with(plots): implicitplot3d (x^2/4+y^2-z=0,
 x = -4..4, y = -2..2, z = 0..4, numpoints=10000) ;
 22 2x
 y z 04
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 Paraboloide hiperbólico :
 22x
 y z 04
 Paraboloide hiperbólico : curvas de nível
 > plot3d (x^2/4-y^2, x=-4..4, y=-3..3, numpoints=5000) ;
 Problemas ilustrativos
 1. Problemas 11 a 20 , página 836 - JS : Determinar os traços da superfície dada, nos planos x = k , y = k e z = k .
 Identificar a superfície e fazer um esboço gráfico da mesma :
 12)
 Resolução : As interseções dos planos horizontais e verticais dados com a superfície procurada nos dão :
 2 22 2
 1
 4
 y x z4 y x z
 1 1
 22 2 2
 2 2
 22 2 2
 1 kx k 4 y k z ou y z :
 4 4
 y k 4k x z :
 1 kz k 4 y x k ou y x :
 4 4
 parábola
 círculo, com k > 0
 parábola
 Analisando esses traços verticais e confrontando a equação dada com os modelos estudados, concluímos que a
 superfície é um paraboloide de revolução, com eixo de rotação OY, e vértice V (0, 0, 0) .
 : equação padrão
 > with(plots) : implicitplot3d (4*y=x^2+z^2,
 x=-5..5, y=0..4, z=-4..4) ;
 14)
 Resolução :
 2 22 2 z x y
 z x y1 1 1
 2 2 2 2
 2 2
 2 2
 x k z k y ou z y k :
 y k z x k :
 z k x y k :
 parábola (concavidade p/cima)
 hipérbole equilátera (a = b = c = 1)
 Portanto, o confronto com os modelos apresentados nos leva a concluir que a superfície é um paraboloide hiper-
 bólico, com o ponto de sela em (0, 0, 0) e, como c = 1 > 0 , a sela está com o assento para baixo .
 Resolução :
 2 2 22 2 2
 1
 4
 x y z4z x y 1 1
 1 1
 2 2 2
 2 2 2
 2 2 2 2 2 2
 x k 4z y 1 k :
 y k 4z x 1 k :
 z k x y 1 4k ou x y 4k 1 :
 Então a superfície é um hiperboloide de duas folhas (revolução), a = b , com o eixo de rotação OZ .
 hipérbole
 hipérbole
 círculo, para
 ponto, para
 1 1k ou k
 2 2
 : equação padrão
 : equação padrão
 parábola (conc. p/baixo)
 (0, 0, ½)
 (0, 0, - ½)
 1k
 2
 > with (plots) : implicitplot3d (x^2-y^2-z=0,
 x=-6..6, y=-4..4, z=-10..10) ;
 with(plots) :implicitplot3d (4*z^2-x^2-y^2=1,
 x=-5..5, y=-5..5, z=-2..2) ;
 Problema 13, página 826, 4ª. edição

Page 7
                        

7
 2. Problemas 21 a 28 , página 837 - JS : Acasalar a equação com seu respectivo gráfico e justificar a resposta :
 22)
 Justificativa : Os interceptos da superfície dada com os eixos OX, OY e OZ são, respectivamente,
 2 2 22 2 2 y z x
 25y z 100 4x 14 100 25
 2 2 2
 2 2 2
 2 2 2
 y z kx k 1 :
 4 100 25
 z x ky k 1 :
 100 25 4
 y x kz k 1 :
 4 25 100
 Então a superfície é um hiperboloide de uma folha (elíptico), b c , com o eixo de rotação OX .
 elipse, para k∊ ℝ
 hipérbole, para
 hipérbole, para
 : equação padrão
 18)
 Resolução :
 2 2 22 2 2 x y z
 x 4 y z 4 14 1 4
 2 2 2
 2 22
 2 2 2
 y z kx k 1 :
 1 4 4
 x zy k 1 k :
 4 4
 x y kz k 1 :
 4 1 4
 Então a superfície é um elipsoide .
 elipse, para
 ponto, para k = 2
 círculo, para
 ponto, para k = 1
 : equação padrão
 2 k 2
 10 k 10
 2 k 2
 1 k 1
 elipse, para
 ponto, para k = 2 2 k 2
 2 2 22 2 2
 2 21 1
 3 2
 x y z9x 4 y z 1 1 :
 1 equação padrão
 do elipsoide IV
 1 1
 3 2, e 1 .
 > with(plots) : implicitplot3d
 (25*y^2+z^2=100+4*x^2, x=-6..6, y=-5..5, z=-12..12) ;
 > with(plots) :implicitplot3d
 (x^2+4*y^2+z^2=4, x=-3..3, y=-2..2, z=-3..3) ;
 > with(plots) :implicitplot3d (9*x^2+4*y^2+z^2=1,
 x=-1/3..1/3, y=-1/2..1/2, z=-1..1) ;
 28)
 Justificativa : Fazendo z = 0 , o traço no plano XOY é a parábola y = x² (concavidade
 voltada para o sentido positivo de OY) e, no plano YOZ , o traço é dado
 pela parábola y = - z² (concavidade voltada para o sentido negativo de OY) .
 Lembremo-nos ainda de que o eixo OY é secante à superfície e b = 1 > 0 .
 26)
 Justificativa : Basta cotejar a equação dada com o paradigma estudado,
 levando em conta que também podemos explorar a forma
 24)
 Justificativa : A equação assinala o eixo OY como eixo de rotação :
 a = c = 1 : traços horizontais y = k circulares, com k² > 1
 2 2 22 2 2 x z y
 x y z 1 11 1 1
 2 2 22 2 2
 1
 2
 y x zy x 2z
 1 1
 2 22 2 y x z
 y x z1 1 1
 : equação padrão do hiperboloide de duas folhas III
 (revolução)
 : equação padrão
 do cone elíptico I
 : equação padrão
 do paraboloide hiperbólico V
 2 2
 1
 2
 x zy .
 1
 k 1
 k 1
 > with(plots) : implicitplot3d (-x^2+y^2-z^2 = 1, x = -10..10, y = -10..10, z = -10..10) ;
 > with(plots) : implicitplot3d (y^2 = x^2+2*z^2,
 x = -1..1, y = -1..1, z = -1..1) ;
 > with(plots) : implicitplot3d (y = x^2-z^2,
 x = -2..2, y = -2..2, z = -2..2) ;

Page 8
                        

8
 36)
 Resolução : Fazendo a composição dos quadrados, podemos escrever
 configurando um cone elíptico com eixo de simetria paralelo a OZ
 e vértice no ponto V(0, 1, 1) .
 3. Problemas 29 a 36 , página 826, 4ª. edição - JS : Escrever a equação na forma padrão, classificar a superfície e
 esboçá-la : 29)
 Resolução : Colocando-a na forma padrão, resulta
 tratando-se, pois, de um hiperboloide de uma folha com eixo OZ .
 2 2 29x y z 2y 2z 0
 2 2 2z 3x 4y 12 2 2 2x y z
 1 ,4 3 12
 31)
 Resolução : A equação já foi apresentada na forma padrão, expressando
 um paraboloide de revolução (a = b = c = 1), com eixo de
 rotação OZ e vértice no ponto (0, 0, 1) .
 2 2z x y 1
 2 22
 2 22
 21
 3
 9x y 1 z 1 0
 ou
 z 1 y 1x,
 1 1
 V(0, 1, 1)
 with(plots) : implicitplot3d (z^2 = 3*x^2+4*y^2-12, x= -3..3, y = -3..3, z = -3..3) ;
 > with(plots) : implicitplot3d (z = x^2+y^2+1, x = -2..2, y = -2..2, z = -5..5) ;
 > with(plots) : implicitplot3d (9*x^2+y^2-z^2-2*y+2*z = 0,
 x = -2..4, y = -3..5, z = -3..5) ;
 Por motivos ligados à maior estabilidade estru-
 tural, as torres de resfriamento de uma usina nuclear são pro-
 jetadas na forma de hiperboloides de uma folha .
 Confrontemos, pois, a torre da figura ao lado com a plotagem
 da equação
 quando o diâmetro da base é 280 metros e o diâmetro mínimo,
 a 500 metros acima, mede 100 metros .
 2 2 2x y z1,
 100 100 250100
 Uma ilustração interessante .
 > with (plots) : implicitplot3d (x^2/100+y^2/100-z^2/250100 = 1, x = -15..15, y = -15..15, z = -500..500, numpoints = 3000) ;
 Ainda como alternativa de visualização, mostraremos as mesmas superfícies quádricas já analisa-
 das, procurando concentrar os dados característicos de cada uma por meio de figuras que mostrem maior riqueza de deta-
 lhes. Apresentaremos uma sequência ilustrativa genérica dos passos de investigação da equação dada, buscando simulações
 com os eixos e planos cartesianos . Em seguida, o arremate final na identificação da superfície correspondente :
 Elipsoide : 2 2 2
 2 2 2
 x y z1
 a b c
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 Hiperboloide
 de uma folha :
 2 2 2
 2 2 2
 x y z1
 a b c
 Hiperboloide
 de duas folhas :
 2 2 2
 2 2 2
 x y z1
 a b c
 Paraboloide :
 2 2
 2 2
 z x y
 c a b
 a b c 1
 Paraboloide
 hiperbólico :
 2 2
 2 2
 z y x
 c a b
 Superfície cônica :
 2 2 2
 2 2 2
 z x y
 c a b
 1. Determinar a equação cartesiana do plano que contém os pontos A (1, 2, 3) e B (0, -1, 4) , sendo normal ao
 plano : 3x – 5y + z = 1 . Resposta : x + 2y + 7z – 26 = 0
 2. Calcular o ângulo que a reta forma com o plano : 3x – 5y + z = 2 .
 Resposta :
 3. Escrever as equações cartesianas de dois planos paralelos que contenham, respectivamente, as retas
 3x y 1r :
 3x z 2
 54 30'
 x 1 y 3 x 2r : z e s : y 1 2 z .
 2 4 3
 Resposta : x – y + 2z + 2 = 0 e x – y + 2z – 1 = 0
 4. Determinar o vetor diretor da reta x 2y 9z 3 0
 r :3x 4 y 17z 5 0
 Resposta : 1, 5, 1
 Problemas propostos
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 7. Determinar a equação e identificar o lugar geométrico dos pontos cuja diferença entre as distâncias aos pontos
 A (0, 0, 3) e B (0, 0, -3) é a constante 4 .
 Resposta : hiperboloide de duas folhas (revolução) →
 2 2 2x y z1
 5 5 4
 8. Determinar a equação da superfície de revolução gerada pela parábola y² = 3x, girando em torno do eixo
 a) OX
 b) OY
 Respostas : paraboloide de revolução → 2 23x y z 0
 não configura uma superfície quádrica → 2 2 49x 9z y 0
 9. Em cada equação, identificar a superfície quádrica e determinar seus elementos essenciais :
 a) Respostas : paraboloide elíptico , vértice
 b) elipsoide , centro
 c) hiperboloide de uma folha , centro
 d) hiperboloide de duas folhas , centro
 e vértices
 e) paraboloide hiperbólico ,
 com ponto de sela
 f ) superfície cônica elíptica , vértice
 2 2x 2y x 3z 1 0 1 5
 V , 0 ,2 12
 2 2 216x 36 y 9z 64 x 18z 71 0 C 2 , 0 , 1
 2 2 29x 36 y 4z 360y 24z 828 0 C 0 , 5 , 3
 2 2 29x 36 y 4z 360y 24z 900 0 C 0 , 5 , 3
 V 0 , 5 , 0 e V ' 0 , 5 , 6
 2 24x 9y 16x 54y 12z 77 0
 S 2 , 3 , 1
 2 2 212x 4y 3z 48x 8y 52 0 V 2 , 1, 0
 10. Utilizando o sistema MAPLE , fazer a plotagem animada > with(plots): animate3d (.........) ; das su-
 perfícies que seguem :
 2 22 2 2
 2 2 2 2
 x xa z 4 x b z cos x c z y d z y
 4 4
 e z sen x y cos x y
 5. Calcular a distância do ponto A (- 2, -7, 1) ao plano 3x – 2y + 6z + 7 = 0 . Resposta : 3 unidades
 6. Identificar as duas superfícies quádricas que seguem e, em cada uma delas, determinar as seções obtidas pelas
 interseções com os planos z = 3, y = 1 e x = - 4 :
 2 2 2
 2 2
 a ) 5x 8 y z 4
 b ) 3x 4 y z
 Resposta : hiperboloide
 de uma folha
 z 3
 y 1
 x 4
 elipse
 hipérbole
 hipérbole
 Resposta : paraboloide elíptico
 z 3
 y 1
 x 4
 elipse
 parábola
 parábola
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